Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2017 - Epoca especial

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. Como o niimero a formar deve ser maior que 20 000, entao para o algarismo das dezenas de milhar existem
apenas 3 escolhas possiveis (2, 3 e 4).
Para os restantes 4 posigdes do nimero existem 4 algarismos disponiveis (0 e 1 e os dois algarismos que
nao figuram na posicao das dezenas de milhar), e como os algarismos devem ser todos diferentes, para as
restantes 4 posicoes existem Py = *A, = 4! escolhas diferentes.

Assim, nas condigoes do enunciado existem 3 x 4! = 72 ntimeros.

Resposta: Opgao C

2. Como a distribuigdo normal é simétrica em relagao ao valor médio (10), temos que:

Pu<X<pu+k)=Pu—-k<X <up)
e assim:
e P<X <10)=P(10< X <15)=0,4

e P6<X<15)=P(5<X<10)+P10< X < 15) =
=04+04=03

e P(X <5VX>15)=1-Pb<X<15)=1-0,8=0,2 5 10 15 x
Resposta: Opgao B
3. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que:
1 1x1
4+ log, (5%) =4+ Inax (log, 5) = 4 + 2oL (log, 5) = 4 + e
log, e log, e
log, 5 4 . A
=4+ Oge:4+1n5:1n(e)+1n5:ln(e x 5) = In(5e*)

Resposta: Opgao B

©
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4. Pela observagao do grafico e considerando os elementos do enunciado, podemos identificar os intervalos em
que a funcao é decrescente e o intervalo em que € crescente e relacionar com o sinal da primeira derivada
funcao.

Da mesma forma, podemos identificar os intervalos em que a funcao tem concavidades diferentes e relaci-
onar com o sinal da segunda derivada.
Organizando as informagoes anteriores e estudando o sinal do produto f’(x) x f”(x), na mesma tabela,

L = |- [ -2 | [ o0 | N +o0 |
f(x) — | Méx Y Min —
f(z) + 0 — ‘ — ‘ — 0 +
f(x) 7 Pt. L. ~—
/(@) - [ - [ - [To[ + [+ +
@) x (@) | - Jo [ + o] - o] +

E assim, temos que o conjunto solugdo da condigao f'(x) x f’(z) >0, é [-2,0] U [2, + oo

Resposta: Opgao A

5. Usando a definigao de fungao inversa e depois de funcado diferenga, como f(3) = 4, vem que:
(f-=9)7'@2)=3 (f-9B)=2+ fB)-9B)=2+ 4-gB8)=2 6 4-2=¢(3) & 2=4(3)

Resposta: Opcao B

6. Como para qualquer ponto P da circunferéncia de didmetro [RS] o 4ngulo RPQ é reto, entao para qual-
quer ponto P da circunferéncia, temos que:

PR.PS =0

Temos ainda que:

e para qualquer ponto P no interior da circunferéncia o angulo RPQ é R

obtuso, vem que PR . ﬁ >0

e para qualquer ponto P no exterior da circunferéncia o dngulo RPQ é
agudo, vem que PR . ﬁ <0

Desta forma, o conjunto A dos pontos P tais que ﬁ . ﬁ = 0, é a circun-
feréncia de didmetro [RS]

Resposta: Opgao D

Im(z)
7. Como a multiplicagao de um numero complexo por 7 corresponde a — X1

uma rotagao de g rad da imagem geométrica desse niimero complexo, D

temos que: O
e B ¢ a imagem geométrica de iz ,\
e C é a imagem geométrica de i x i X z = i’z Ré(z)
e D é a imagem geométrica de i x i X i X z = i3z A X1

\/’B
Resposta: Opgao D 3
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8. Como todos os termos da sucessao sao positivos, u, # 0, Vn € N, e assim, vem que:

Un+1
L<1 & Upt1 < Up <:>un+1—un<0
Un

Ou seja, a sucessao (u,) é mondtona decrescente, pelo que é limitada superiormente pelo primeiro termo
e como todos os termos sao positivos, entao é limitada inferiormente por zero, isto é:

0<u, <up
Isto é, a sucessao (uy,) ¢é limitada.

Resposta: Opgao A

GRUPO 11

1. Escrevendo 1 — ¢ na f.t. temos ¢ — i = pcisa, onde:

o p=li—il= VITF (1P = V2
-1
o tga = T = —1; comosena <0 e cosa > 0, @ é um angulo do 4° quadrante, logo a = —%

Logo 1 —i = /2cis (—%), e por isso:

= = —=CIS

21 = =
L7 9cish V2cis 8 V2

Desta forma, temos que:

1—12 \/§CiS <_%)7\/§ : (fﬂfe):cis (7179)
4

e Como |[w| = |w| e Arg (W) = — Arg (w), entdo: z7 = cis (— (—2 - 9)) = cis (% —|—9)
o 2} = 1%cis (4 X (—% - 9)) = lcis (—m —40) = cis (—m — 40)

E assim, vem que:

w=7[ X 2} = (cis (%JrQ)) x (cis (—m —40)) = (1 x 1) cis (Z+9+(77r740)) =

= 1cis <%+9—7r—40) = cis (—‘T—w)

Pelo que, como 6 € } 112,% [, entao:
m m 37 157 3m 3w 3T 3m 157
—<l<- ——>-3¥W>——F = ————>——-3>——--— &
12 U< 4 12 - > 4 4 12 > 4 ~ 4 4
3 18 4 9 9
—£—£>Arg(w)>—% —£>Arg(w)>—§(:>—§<Arg(w)<—7r
Ou seja, a imagem geométrica de w é um ponto do segundo quadrante, e assim temos que:
e Re(w) <0
e Im(w) >0
o |w| =1

Ou seja, o nimero complexo w pertence ao conjunto A
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2.1.

2.2

3.1

No contexto do problema P (B |Z) é a probabilidade de retirar uma bola branca da caixa Cs apds
terem sido 14 colocadas duas bolas retiradas da caixa C| que nao tém a mesma cor.
Como é sabido que ocorre o acontecimento A, ou seja, que as bolas retiradas da caixa C] ndo tém a
mesma cor, entdo duas as bolas retiradas da caixa C; sdo uma preta e uma branca.

Como a caixa C5 tem sete bolas antes da realizagao da experiéncia, e serao colocadas nesta caixa 2
bolas, a caixa Cs ficard com 9 bolas, ou seja o nimero de casos possiveis é 9, pelo que o nimero de

2
casos favoraveis é 6, porque o valor da probabilidade é 5:
2 2x3 6

PBA) =3-53379

Assim, o nimero de casos favoraveis é 6, ou seja, existem 6 bolas brancas na caixa Co, num total de
9, ou seja, existem 3 bolas pretas na caixa Cs.

Como foram 14 colocadas 1 bola preta e 1 bola branca, inicialmente,na caixa Cs existiam:

e 6— 1 =5 bolas brancas
e 3 — 1 =2 bolas pretas

Como a experiéncia se repete varias vezes, de forma independente, a distribuicao de probabilidades
segue 0 modelo binomial (P(X =k) ="Cy p" q”’k).

Temos que:

e n =6 (repete-se esta experiéncia seis vezes).

5 5
e p= 'F (a probabilidade do sucesso, ou seja <Sair bola branca> é 12’ porque existem 12 bolas

na caixa das quais 5 sdo brancas)
7 5 7
e g= 13’ a probabilidade do insucesso pode ser calculada como ¢ =1 — -1
Assim, calculando a probabilidade de sair bola branca, pelo menos, duas vezes, e arredondando o
resultado as centésimas, temos:

P(X>2)=1-P(X <2)=1—(P(X =0)+ P(X = 1)) =

(o (5) (5) e (3) (5) ) - ((B) +ox 5 (&) ) =om

Como duas horas apds o inicio do processo (t = 2), a
_p(M)
2

massa de poluente é metade da existente ao

fim de uma hora (¢t = 1), entdo temos que p(2)

Assim, resolvendo a equagao anterior e escrevendo o valor de k forma solicitada, vem:

Cpxa  120e7Fx1 - 2x120 ek
o 2 120 e 2k

—k+2k

— & 120e

& 2= F (2 o 90—¢ s 2=¢" o k=1In2
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3.2. Calculando as imagens dos objetos 0 e 3, temos:
p(0) =120 70 =120¢" = 120 x 1 =120

p(3) =120e” 7% = 120e > ~ 14,69

E assim, calculando a taxa média de variagio da fung¢ao p no intervalo [0, 3] e apresentando o resultado
arredondado as unidades, temos

~ —35

p(3) —p(0) 14,69 —120 —105,31
TVM[Oyg] = ( )7()( ) ~ =~

3 3 D
No contexto da situacgao descrita, o valor da taxa média de variacao significa que nas primeiras 3

horas do processo, a massa de poluente no tanque, decresceu, em média, 35 gramas por hora, apro-
ximadamente.

4.1. Para averiguar se a funcao f é continua a esquerda no ponto de abcissa 1, temos que verificar se
f(1) = lim f(x) e para averiguar se a funcdo é continua & direita no mesmo ponto , temos que
r—1—

verificar se f(1) = lim f(x)
z—1t

o f(1)=2

. 22 21°) -2 2-2 0
e lim f(z)= lim = = = — (Indeterminagéo)
1 z—1-sen(x —1) sen(l-—1) sen0 0
. w2 2w@-1) 2 S 2
lim f(z) = lim —— = lim ————~ = lim = =
z—1- a>1-sen(x —1) a-i-sen(x —1) 2—1-sen(x —1) . (x—1)
z—1 z—=1-  x—1
(fazendoy =2 —1,se ¢ — 17, entdoy — 07)
_ 2 2 9
Cgim 2Y 1
y—=0— Y
—_———

Lim. Notavel

o lim f(z)= lim (e 2"t 4 In(z — 1)) = e 20+ 4In((17) —1) == €2 +In(0) = €24 (—00) =
rz—1t rz—1t
—00
A afirmagéo é verdadeira porque como lim f(z) = f(1), a fungdo é continua & esquerda do ponto
z—1—

de abcissa 1, e como f(1) # lim+f(a:) a fungao nao é continua a direita do mesmo ponto.
r—1
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4.2. Para calcular o declive da reta tangente, comegamos por determinar a expressao da derivada da
funcao, para z < 1:

2 — 2 >/ _ (22 — 2)'sen (x — 1) — (22 — 2)(sen (z — 1))’
) (sen (z — 1))

) = (

sen (z — 1

_ 2sen(x —1) — (22 —2)(x — 1)’ cos (z — 1) _ 2sen (z — 1) — (2 — 2) cos (z — 1)

sen? (z — 1) sen? (x — 1)

Assim, temos que o declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 — § é:

m:f,(l_z):25611(1—%—1)—(2(1—%)—2)Cos (1-%2-1) _
2 sen? (1-% —1)
_ 2sen(—3)—(2- 2 —2)cos (—%) _ 2= - (=Z) %0 _2-0_
sen? (—12) (—1)2 1
Logo a equagao da reta tangente é da forma y = —2x + b
Como f(1) = 2U1=8) =2 _2-m-2 o b to P(1 — = 1)
omo = = = — = m, sabemos que o ponto — Z.m) per-
sen (1—%—1) sen (—7%) -1 ’ d P 2T P

tence ao grafico da funcao e também a reta tangente.
Assim, substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia na equagao da reta, podemos calcular o
valor de b:

W:—Q(l—g)—&—b{:}7r:—2+7r+b<:>7r—77—|—2:b<:>2:b

Assim, a equacao da reta tangente é:
y=—-2x+2

4.3. Como a abcissa do ponto de inflex@o é o zero da segunda derivada da fungao, comecamos por deter-
minar a expressao da segunda deriva, para x > 1:

fl@) = (e fIn(z — 1)) = (e 2*) 4 (In(x — 1)) =

-1y 1
— (-9 4 o—2z+4 (z — _9p—2u+4
(=2 +4)e + z—1 © + z—1
i !/
£ = (@) = (2o ) = (caeny 4 (1) =
z—1 z—1

1)(z—1) —1x (z—1) 0x(@—1)—1x1 _

=-2 (6721+4)/ + = 2 x (—2x +4) e 2 ¢

(x —1)? (x—1)
Y
= —2x (=2)e 2T 4 -t fe~2z+4 _ _ 1
(x— 1) (x—1)? f
Representando na calculadora grafica o grafico da funcdo f”, 1,23

W

para valores de z €]1,2[, (reproduzido na figura ao lado) e usando 0
a funcdo da calculadora para determinar valores aproximados
dos zeros de uma fungdo determinamos o valor (aproximado as
centésimas) do zero da funcao f” (xg), ou seja, a abcissa do ponto
de inflexao do grafico da fungao f: x¢ =~ 1,23

e
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z
5.1. Como os pontos A, B e C tém abcissa 1, todos pertencem ao
plano de equacao x = 1. Assim a secgao produzida no cilindro /?
pelo plano de equacao x = 1, é o retangulo que contem estes N~
pontos, ou seja o retangulo cujos lados sao o diametro da base
(2) e a altura (3) do cilindro, pelo que a sua 4rea é:
A=2x3=6 O
VA Il

T

5.2. Como a base inferior do cilindro estd contida no plano zOy entao os centros das duas bases tém
abcissas e ordenadas iguais. Como a cota do centro A é zero e a altura é 3, entdo as coordenadas do
ponto C sao (1,2,3)

Assim, calculando as coordenadas do vetor B?, temos:

BC=C—-B=(123)— (13,0) = (0, — 1,3)
E assim, uma condicdo cartesiana que defina a reta com a direcdo do vetor B?’ e que contenha o
ponto B, ou seja, a reta BC, é:

y—3 2-—0
v —1 3

@sz/\—y+3=§

O ponto de intersecgao da reta BC' com o plano 2Oz é o ponto da reta BC' que tem ordenada nula,
como todos os restantes pontos do plano zOz.

Assim, substituindo y = 0 na condi¢do que define a reta, podemos calcular o valor da cota do ponto
de intersecao:

le\/—0+3:§@m:1A3x3:2©x21A9:z©

Ou seja as coordenadas do ponto de intersegao da reta BC com o plano 2Oz sao (1,0,9)
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5.3. Pela da condicao que define a reta r, podemos identificar o respetivo vetor diretor:

r—0 y—0 =z-1
Y 1 1 -1
Assim, o vetor diretor da reta é o vetor ¥ = (1,1, — 1), e observando que se
o plano é perpendicular a reta r entao um vetor normal do plano é o vetor

diretor da reta, e assim a equagao do plano « é da forma: v +y — 2z =d r

<y

E recorrendo as coordenadas do ponto A que pertence ao plano, podemos determinar o valor do
parametro d, substituindo estas coordenadas, na equacao anterior:

142-0=d & 3=d
E assim, uma equagao do planoa ézxz+y—2=3

Como o ponto P pertence ao plano « e tem abcissa e ordenada iguais a 2, podemos calcular a
cota:
242—zp=3 & 4—-3=zp & 1=2zp

E assim, como as coordenadas do ponto P sdo (2,2,1), podemos calcular as coordenadas do vetor

Oﬁ, € a sua norma:

OP=P—0=(221)— (00,0) = (2,2,1)
|0B| = v+ = viTiT1=vo =3

Como as coordenadas do ponto C' séo (1,2,3), podemos calcular as coordenadas do vetor O? , € asua
norma:

OC =C—0=(123) - (0,0,0) = (1,2,3)
|oc| = v+ e =viTiTo=vi

Recorrendo a férmula do produto escalar vem:

) oP.0C 221).(1,23) 2+4+3 9  3x3 3
B

Logo, a amplitude do angulo OPC, em graus, arredondado as unidades, é:

POC = cos™* (\/3171) ~ 37°
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6. Como se trata de um circulo trigonométrico, o ponto A tem coordenadas (Cos(2a),sen (2a)), porque o

segmento [OA], define com o semieixo positivo Ox um angulo de a + o = 2«

Considerando o ponto P como o ponto da reta CD com ordenada igual

a do ponto A, temos que: Y
e a base do triangulo é: AB = — cos(2a)
e a altura do triangulo é: PC = CD — PD = tga — sen (2a) A

altura

Assim, calculando a drea do tridngulo vem:

AB x PC  —cos(2a) x (tga — sen (2a))
Alapc) = 9 = 2 - : B/ \|P
N

sen «

W

—cos(2a) x ( — 2sen « cos a)
_ cosa —

2
2
sena  2sen qcos” «
— cos(20) x cosa Ccos «

o 2

sen o (1 — 2cos? a)

—cos(2ar) x
- cos o ~ —cos(20) x tga (1 —2cos’a)

~cos(2a) x tga(— (1 —2cos?a)) _ cos(2a) X tga (2cos? a — 1) B
= 5 = 5 =
cos(2a) x tgar (2cos? a — (sen 2 + cos? ) _ cos(2a) X tga (cos? a — sen?a)

- 2 - 2

_cos(2a) x tga(cos(2a))  tgacos?(2a)
B 2 B 2
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