Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2017 - 1* Fase

Proposta de resolucao

GRUPO 1

1. Os ntmeros naturais de quatro algarismos que se podem formar com os algarismos de 1 a 9 e que sao
multiplos de 5, sao constituidos por 3 algarismos ou posigoes, em que as trés primeiras podem ser ocupada
por 9 algarismos (todos exceto o zero), e a tltima apenas por 1 (o algarismo 5).

Assim, o nimero de multiplos de 5 nas condi¢es do enunciado é

Ix9Ix9Ix1=93%x1=9%=1729

Resposta: Opgao A

2. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da turma, e os acon-
tecimentos:
V:<O aluno ter olhos verdes>
R:<0 aluno é um rapaz>

1 1
Temos que P(V|R) = 1 e PVNR) = o

Assim, temos que:

1

_P(VNR) 15 _ 4 2

P(R) = P(VIR) 1 ~10 5
4

Ou seja a probabilidade de escolher um aluno da turma e ele ser rapaz, ou seja, a proporcao de rapazes
2
relativamente ao total de alunos da turma é 3 Como existem 20 alunos na turma o nimero de rapazes

da turma é:

Resposta: Opgao B
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3. Por observagao do gréfico de f, podemos observar o sentido das concavidades e relacionar com o sinal da
segunda derivada, f” (porque o tnico ponto de inflexdo do gréfico de f tem abcissa zero).

x 0
f(z) 77N\ Pt. 1. N
f(z) - 0 +

Assim, temos que:

Como f”(1) >0e f”(2) > 0, entao f”’(-2) + f”’(-1) >0
Como f"(-2) <0e f’(—1) <0, entao f"(—=2)+ f"(-1) <0
Como f"(-2) <0e f’(—1) <0, entdo f"’(—2) x f’(—-1) >0
Como f”(1) > 0e f”(2) > 0, entdo f”(1) x f(2) >0

Resposta: Opgao D

4. Como o declive da assintota do grafico de f é —1, e o dominio de f é RT, temos que:

m = lim @ =—1
r—>+o00 I
Como y = —x é assintota do gréfico de g, e o dominio de g é RT, temos que:

E assim, temos que:

lim f@) x g(@) = lim (f(ac) X g(x)) = lim f) x lim g(z) = —1x (—00) = 400

r— 400 €T T—+00 €T r——+oo X r— 400

Resposta: Opgao A

5. Identificando no circulo trigonométrico os valores da tangente do intervalo [—1, + oo|, e as amplitudes dos
arcos correspondentes, (como na figura seguinte, & esquerda) temos, de entre os conjuntos apresentados,

L, . . . , | 3w 37w
o tnico conjunto de valores cuja tangente pertence ao intervalo é T

y | y | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
l l l

3 | _m | 3 131

4 | 4 14 12

AN 1o %

N z | P! l
3 I : v I
2 IR A IR S L
=y |
***** | | |
_1 | | |
| | |
| | |

Na figura anterior, & direita podemos ver uma representacao grafica da funcao tg(z) com a restricdo ao
.. |37 37w . . . s
dominio YEEE assinalada, para verificar que o respetivo contradominio é [—1, 4+ oo|

Resposta: Opgao B
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6. Como tg2a +1= ——, temos que:
cos? a

—_

1
tg2a+1:72 s tgla+1= e tg?a+1=5 o tga=4 & tga=4+V4 & tga==+2

()
V5
Como cos a < 0, entdo a reta tem declive negativo.

Assim, como o declive da reta é a tangente da inclinagdo (m = tga), temos que tga = —2, ou seja a
reta tem declive —2, pelo que, de entre as opgoes apresentadas a reta de equagao y = —2x € a Unica, cuja
1

1
5

inclinacao «, verifica a condigao cosa = ——

NG

Resposta: Opgao C

7. A regido é defina pela conjuncao de duas condigoes, cu-
jas representagoes graficas no plano complexo sao:

e a regiao dos 3° e 4° quadrantes limitada pelas bis- Im(z),,

. om T
setrizes destes quadrantes T <arg(z) < T

e 0 semiplano acima da reta horizontal defina por
Im(2) > -1

Assim, a regido definida pela conjuncao é um triangulo, :
cujos vértices sao a origem e os pontos de coordenadas 1 4 7
(—=1,—1) e (1, — 1), ou seja, a medida da base é 2 e da !
altura é 1, pelo que, a drea (Aa) é: —

2x1
AA = =1
A 2

Resposta: Opgao D

8. Observando a expressao da sucessao, temos que:

e Para n < 20, os termos da sucessao sao iguais aos valores da ordem, ou seja, 1 < u, < 20

e Para n > 20, os termos da sucessao sao iguais a 1, ou —1, pelo que —1 < u,, <1

Assim, para qualquer valor de n, temos que —1 < u,, < 20, ou seja, a sucessao (u,) é limitada.

Resposta: Opgao C

-
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GRUPO II

1. Simplificando as expressoes de z; e zo, temos que:

e Como 19 = ¢4#¥41+3 = 3 = —j vem que:

1-3i% 1-3(—i) (143)1—i) 1—i+3i—32 142 —3(-1) 4+2
zZ1 = = = = = =
T4 T (1+4)(1—4) 1— 2 1—(-1) 2

e Como cis <327r) = cos (327r> + isen (3;> =0+1i(—1) = —i, vem que:

29 = —3kcis (327r> = —3k(—i) = 3ik

=2+

Assim, como a distancia entre as imagens geométricas de z1 e de zo é dada por |z; — 22|, ou seja:

|21 — 20| = |24 — 3ik| = |2+ i(1 — 3k)| = /22 + (1 — 3k)2 = V4 + 1 — 6k + 9k2 = \/9k2 — 6k + 5

E como a distancia entre as imagens geométricas de z; e de z é igual a /5, temo que:

2 2
21 — 2] = V5 & 9K2 — 6k + =\/5k=>>0<\/9k2—6k+5) :(\/5) o 9% —6k+5=5 &

& 9k —6k+5-5=0< 9k* —6k=0 < k(%k—6)=0 < k=0V 9% —-6=0 <

6 2
S k=0Vk=—- & k=0VEk=_
9 3

2
Como k € R, temos que k = 3

2.1. Como o ponto T pertence ao eixo Oz tem abcissa e ordenada nulas e como pertence ao plano z = 3,
as suas coordenadas sao (0,0,3)
Assim, o ponto 7" simétrico do ponto T relativamente & origem do referencial tem de coordenadas
(0,0, — 3)
Assim temos que o centro da superficie esférica é o ponto médio do didmetro [TT’], ou seja, a origem
do referencial, e o raio é a distancia do ponto T" ao centro, ou seja 3, pelo que a equagao da superficie
esférica é:

(-0 +(y—07+(2-07=3" @ 22 +y*+2°=9

2.2. Como as arestas [UP] e [RS] sao arestas laterais do prisma, logo sdo paralelas, e ambas tém compri-
mento igual a 3
Assim, como os vetores (ﬁ e ]ﬁ tém a mesma direcao e sentidos contrarios, pelo que o angulo por
eles formado tem amplitude de 7 radianos.

Desta forma, o valor do produto escalar ﬁ . }@ é:

ﬁﬁz”ﬁ“ X H]@H xcos(ﬁﬂ%) =3x3xcosT=9x(—-1)=-9
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2.3. Como o ponto @) pertence ao eixo Oy tem abcissa e cota nulas, e como pertence ao plano PQV de
equacao x + y = 2, substituindo o valor da abcissa podemos calcular o valor da ordenada: 0+ yg =
2 & yqQ = 2
Assim, verificando que o ponto T" tem coordenadas (0,0,3), calculamos as coordenadas do vetor 1@:

TG =0Q T =(0,2,0) — (0,0,3) = (0,2, — 3)

Assim, considerando 1@ é um vetor diretor da reta T'QQ e que o ponto () pertence a reta, temos que
uma condicao cartesiana da reta é:
y—2 z-0 y—2  z

2.4. Como o prisma tem 8 vértices, o nimero de conjuntos de 3 vértices que podem ser escolhidos (niimero
de casos possiveis) é 8Cs
De entre os 8C5 conjuntos de 3 vértices, os que definem planos perpendiculares ao plano xOy deve
conter uma aresta perpendicular a este plano.
Como existem 4 arestas nestas condigoes (ou seja 4 pares de vértices), e por cada uma delas qualquer
um dos restantes 6 vértices, define com a aresta um plano perpendicular ao plano zOy, entao existem
4 x 6 casos favoraveis.

Desta forma, a probabilidade é:
4x6 24 3

8Cy  8C; T

3. Temos que P (AU B), no contexto da situa¢ao descrita é a probabilidade de retirar ao acaso uma bola do
saco e o numero dessa bola ser superior a 6 ou par.
Como consideramos que o saco tem n bolas, existem n — 6 bolas com um nimero superior a 6, e ainda 3
bolas com ndmero par, mas inferior a 6 (as bolas com os niimeros 2, 4 e 6).

Desta forma o ntmero de casos possiveis é n, porque existem m bolas no saco e o nimero de casos
favoraveis é n — 6 + 3 = n — 3, e desta forma, recorrendo & Regra de LaPlace, temos que:

n—3
n

P(AUB) =

4.1. Temos que f(0) =9 — 2,5 (e 702x0 4 £0:2x0=1) =9 25 (el +e7!) ~ 1,28

E assim, substituindo o valor aproximado de f(0) na equagao +/f(0)2 + 22 = 2, vem:

2
VIR 22 =2 = <\/1,282 +x2) —22 & 12824224 o 22=4- 1282 &

1,282422>0

& 22 =23616 « = +./2,3616
Como z € [0,7], entdo a solugdo da equacdo é x = /2,3616 ~ 1,5

Como SP° = OP° + @2, e OP = f(0) e OS = z, entdo temos que /f(0)2 + 22 é a distancia
SP.

Assim a solugdo da equacao +/ f(0)2 + 22 = 2 é a abcissa do ponto S, na posi¢ao em que dista duas
unidades do ponto P, ou seja, o ponto da superficie do rio que esta a 2 metros do topo da parede
esquerda que suporta a ponte estd a 1,5 metros de distancia da base da mesma parede.
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4.2. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao f:

I
f/(.’L') _ (9 _ 275 (el—O,Zx + 60’2$_1)) — (9)/ _ 2’5 (61—07290 + eO,Qx—1)/ _

—0— 2,5( (e-027) (60’2””_1)/> - —2,5((1 —0,2)' (€270%) 4 (0,22 — 1)/ (%2*1) ) _
_ _275( —0,2 (6170,2:1:) 40,2 (60,21:71) ) — _925x02 (_6170,21 i 60,29571) _
— _075 (_el—O,QQZ + eO,Qa:—l)
Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungao (]0,7]), vem:
—05 (_6170,230 4 60,2%1) —0 o _elT02r | 0201 _ g o 0201 _ 1-020

02 —1=1-022 < 022 +02x =141 & 04dr=2 & 4dr =20 & x =5
Estudando a variagao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:
T 0 5 7
f(x) + + 0 — —

f(z) | min | — Méx | T~ | min

Assim, podemos concluir que o valor méximo da funcdo f é atingido quando x = 5, ou seja, a
distancia maxima entre a superficie da dgua e a ponte é:

f(5) =9-25 (e 7020 4+ 0P =925 (et +e'7) =9-25 (" +€°) =9-25x2=9-5=4

Ou seja, o barco do clube ndutico nao pode passar por baixo da ponte, porque a distancia da superficie
da 4dgua ao topo do mastro é de 6 metros e a maior distancia entre a superficie da agua e a ponte é
de 4 metros.

5.
5.1. Para averiguar se a fungao g é continua em x = 1, temos que verificar se g(1) = lim g(z) = lim+g(x)
z—1— r—1
e g(1)=2
. oy 1 — 22 _1—(1_)2_1—1_0 o
. wir{l_g(.%’) = mir{l_ o1 1_ell”- 1-e0 0 (Indeterminagao)
1—a? —(22 -1) (x—1)(z+1) xz—1
lim ——— = lim ——— = lim ———= = i — X 1)) =
AT T e oy T e o T (e ey
(fazendo y =  — 1 temos que se z — 1, entdo y — 07)
li x lim (z4+1)= 1 x (17 +1) ! X 2 1><2 2
= lim im (x = lim ————— - —— =
y—0—e¥ —1 z51- y—0— e¥ —1 ) (ey _ 1> 1
lim
Yy y—0— Yy
—_— ———

Lim. Notédvel

-1 1-1
e lim g(z) = lim (3 + Sen(x)) =3+ M =3 - 9 (Indeterminagéo)

z—1+ z—1+ 1—=z 1-1 0

~1 1 1
lim <3+Sen(m))_ lim 34+ lim @D g sen(z—1)

T 1+ 1—x z=1t  aoit —(x—1) s+ x—1

(fazendo y = — 1, temos que se z — 1, entdo y — 07)

Lim. Notéavel

Como ¢g(1) = lim g(x) = lim g(x), entdo a funcdo g é continua em = = 1
z—1- z—1t
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5.2. Resolvendo a equagdo g(x) = 3, no intervalo [4,5], ou seja, para > 1, vem:

-1 -1
3—1-75611(ng ):3@756n(x )23—3@sen(x—1):0><(1—a:)@sen(w—l):()(:)
1—x 1—=x z#1

< sen(r—1)=sen0 & z—1=0+kmk€Z  z=1+kn,k€Z

Assim, como 7 ¢ [4,5]; 1+7 € [4,5] e 1 + 27 ¢ [4,5] a unica solugdo da equagao g(z) = 3, no intervalo
(45 é1+7

5.3. Como o ponto A é o ponto de abcissa negativa (x < 1) que é a interseccao do grafico da fungéo g
com o eixo das abcissas, tem ordenada nula, e assim, calculamos a abcissa resolvendo a equacao:

1— 2
— Y e l1-?=0el=or=—4+/1 = z=—1
1 —ex—1 z#1 <0

Assim, temos que OA = | — 1| = 1 e considerando o lado [OA] como a base do triangulo [OAP],
a altura é o valor absoluto da ordenada do ponto P, pelo que a area do triangulo é igual a 5, se:

Y

A~
2

M:5@1x|g(x}|:5x2¢> l9(z)| =10 < ‘11__6;E

=1
5 0

-1

Visualizando na calculadora gréfica o grafico da fungédo |g|, para valores y=10
inferiores a zero e a reta y = 10 (reproduzidos na figura ao lado), e
usando a funcdo da calculadora para determinar valores aproximados
das coordenadas dos pontos de intersecao de dois gréaficos, obtemos um
valor aproximado (as décimas) da abcissa do ponto P, zp ~ —3,3

6. Como OP = PQ, entdo o triangulo [OPQ) é isésceles e OQ = 2a

Como as coordenadas do ponto P sao (a,f(a)) e as do ponto @ sao (2a,0), temos que o declive da reta PQ, é:

_0—f(a) _ [f(a)
mpQ = 20—a  a y

Como a reta r é tangente ao gréafico da funcao f no ponto de
abcissa a, entao o declive da reta r, ou seja, da reta PQ, é D
igual a f'(a), pelo que:

f(a)

a

f(a) =~

Desta forma, temos que:
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