Exame Nacional de Matematica A
12 Fase — 2017

Proposta de Resolucdo

Versdo 1

Nuno Miguel Guerreiro

Chave da Escolha Maltipla
ABDABCDC

1. Pretendem-se formar nimeros naturais de quatro algarismos com os algarismos disponiveis de 1 a 9.

Sabendo que estes niimeros naturais devem ser mdltiplos de 5, entdo o seu Gltimo algarismo devera ser um 5, n3o

havendo qualquer restricdo aos outros 3 anteriores: 9 X 9 x 9 x 1 = 729

Resposta Correcta: (A)

2. Sejam os acontecimentos:
A: "O aluno da turma é rapaz"
B: "O aluno da turma tem olhos verdes"
1 1
Tem-se que P(B|A) = 1°© P(ANB) = 10" logo:

P(AN B) _ P(ANB)

PO ==paay « PN =Gy

. . 2
Como existem 20 alunos na turma, existem 3 X 20 = 8 rapazes na turma.
Resposta Correcta: (B)
3. Por observagdo do grafico de f tem-se que em —1 e em —2, o grafico de f tem concavidade voltada para baixo, e

em 1 e 2 o grafico de f tem concavidade voltada para cima: f”(-2) <0, f/(-1) <0, f/(1) >0e f"(2) > 0.

Desta forma conclui-se que:

Resposta Correcta: (D)

f(x) . g(@)

4. Tem-se que y = —x € assintota do grafico de f e do grafico de ¢, logo lim ——~ = lim —— = —1.
r—+00 €T r—+oco X
Sabe-se ainda que xgrfoof(x) = xll)ljrnoog(ac) = —00, logo:
lim M: lim @x () = —1x (—o0) = 0

r—r—+0o0 xX r—r+00 X

Resposta Correcta: (A)
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5. Atentando as op¢des disponiveis tem-se que: f (—%) =-1,f (2) =1, f (
Sabe-se ainda que: lim f(z) = —co0e lim f(z) = +4oc.
I*}%Jr x_>§7"7
Logo tem-se:
. . 1 T . .
e Caso A seja o conjunto 11 [ o contradominio seria | — 1,1]
_ _ 137 3« L _
e Caso A seja o conjunto 2o |° contradominio seria | — 1, + o]
: . |7 3w L
e Caso A seja o conjunto 54| © contradominio seria | — oo, — 1]
. . 157 3x . .
e Caso A seja o conjunto VRS contradominio seria |1, + oo

6. A inclinacdo da reta r € a, logo, o declive de r é dado por tan «.

1
Sabendo que cosa = ———, tem-se que:

V5

Resposta Correcta: (B)

1
1+tan’a = s 1+tana = stan’a=—- -1l tan’a =4 < tana = +2
cos? o 1) 3
V5
Desta forma tem-se que tan o« = —2, uma vez que o angulo é obtuso (repare-se que cos o < 0).
Conclui-se que a equagio reduzida da reta r pode ser y = —2x.

Resposta Correcta: (C)

. ) 7 . Im(z
7. A condigdo Zﬂ <arg(z) < Iﬂ A Im(z) > —1 esta representada na figura ( )A
ao lado. f
. ) . -1
Considere o ponto B representado na figura. Uma vez que B se situa — /‘\O } >
. . ! 7T \ ! R
na reta Im(z) = —1, e pertence a bissetriz dos quadrantes impares L BN i ! e(2)
57'(' i ] 4 S 4 ]
arg(z) = o ) B também se situa na reta Re(z) = —1 ! N
| |
Como o tridngulo é isésceles, conclui-se que a area do mesmo é dada B, J
2x 1 Im(z2) = —1
por: A= =1.
2
Resposta Correcta: (D)
8. A sucessdo (u,) € uma sucess3o limitada, uma vez que os seus termos pertencem ao conjunto A = [—1,1,2,3,---,20].

Repare-se que para n < 20, u,, = n, logo sdo termos da sucessdo todos os nimeros naturais até ao nimero 20, e

para n > 20, u, = (—1)", que & limitada e ndo monétona, admitindo apenas os valores —1 e 1, para n impar e n

par, respetivamente.

Desta forma (u,) ndo é mondétona, pois ndo é monétona para n > 20, nem é um infinitamente grande, uma vez que

para n > 20, s6 admite os termos —1 e 1.
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1. Tem-se que:

C1-3"9  1-3(—i)  1+3i

(1+3i)(1—i) 1—i+3i—3i> 442

AT T T 1+d 1+i o Q40— 12-¢2

em que i =10 x 3 =3 = —;

z9 = —3kcis (3;) = —3k x (—i) = 3ki

g =2+

Desta forma o complexo z; é tal que Re(z1) =2 e Im(z1) = 1, e 0 complexo z; € tal que Re(z2) = 0 e Im(z3) = 3k.

A distancia entre a imagem geométrica de z1 e 29, d, € dada por:

0= \/(Re(21) — Re()) + (Im(21) — Im(22))” = v/(2 — 0)2 + (1 — 3k)?
=4+9k2 —6k+1=1+/9k2—6k+5

Como d = \/5 tem-se:
d=V5c\V9k2 —6k+5=vV5<9%>—6k+5=5<9k>—6k=0<

2
Bk(3k~2) =0&k=0V3k-2=0&k=0Vk=7

2
E como k € RT, tem-se k = 3

2.
2.1. Sendo T” o ponto simétrico do ponto T, relativamente a origem do referencial, tem-se que o ponto médio do
segmento [T'T"] & a origem, e a distancia desta ao ponto T' é a cota de T, zr = 3.
Uma equacdo da superficie esférica de diametro [TT"] & 2?4 9?4+ 22 = 9.
2
2.2. Tem-se que: UP-RS=UP- (75—}%) —UP. (fﬁ) - Hﬁ” =2 =-9
2.3. O ponto @ esta sob o eixo dos y, pelo que as suas coordenadas sdo (0,y¢,0), tal que: 0 +yg =2 & yo = 2.
O ponto T tem coordenadas (0,0,3), logo 1@ =Q—-T=1(0,2,0)—(0,0,3) = (0,2, — 3).
. -2
Logo uma equacdo cartesiana que define a reta T'Q é: y 5 = % ANr=0
2.4. Qualquer plano constituido por trés vértices das faces [OT'SR], [UVQP], [SVQR] e [TUOP] é perpendicular

ao plano xOy, e, para além disso, qualquer plano com os pontos O, T, V, Q e U, S, R e P: pelo que os casos
favoraveis so: 6 x *Cs

O namero de casos possiveis é referente a escolher trés vértices dos oito vértices do prisma: ©Cl.

4
A probabilidade pedida é ent3o: P = % = %
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3. No contexto da situacdo descrita, P(A U B) é a probabilidade do nimero da bola retirada ser maior a 6 ou ser par.

Repare-se que: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) = P(A)+ P(AN B)
=P(ANB)

Repare-se que P(A) =1 — P(A) =1 — 6 _ L_G uma vez que a probabilidade da bola retirada ser menor ou
n n

igual a 6 tem 6 casos favoraveis dos n casos possiveis.
Tem-se ainda que P(AN B) é a probabilidade da bola retirada ser menor ou igual a 6 e ser par, logo P(ANB) = —.
n

Vem ent3o: P(ZUB):P(Z)+P(AOB):H+§:n76+3:nig
n n n n

4.1. Tem-se: f(0) =9 —2,5(e!702X0 1 0:2X071)y — 9 92 5(c +e71) ~ 1,28

Logo vem que:

VEO) +22 =26 (f0)’ +22 =14e22=4— (f0)’ @ a=+\/4- (f0) ez~ 15

No contexto do problema, esta solucdo representa a distdncia do ponto O, quando a distancia do ponto da

superficie do rio a P é 2 metros.

4.2. De forma a poder verificar se o barco, navegando no rio, pode passar por baixo da ponte, deve-se calcular o
valor maximo de f, isto &, a distancia vertical maxima do arco da ponte. Essa distdncia devera ser maior que

6 de forma a que o barco possa passar por baixo da ponte.
Tem-se que:

f/(x) — (9)/ _ 2’5(61—0,2I + eO,Q:E—l) — 0 _ 2,5(—0,261_0721 + 0’260,21—1) — 0,5 (61—0,222 + 60729:—1)

6O,2$71

— 075 X 6170,292 (1 _ ) — 075 X 6170,293 (1 _ 60,451272)

el—0,2z

Determinem-se os zeros de f:

flx) =002 —gv1 """ 2 =0 " 2=104 -2=0c1=

Impossivel

Através de uma tabela de sinais:

x 0 5 7
flx)y | + | + 0 - | -
fz) | MIN | 7| MAX |~ | MIN

Desta forma a distancia vertical maxima da-se para z = 5, tal que:

f(5)=9— 275(6170,2><1 + 60,2><5*1) =9-25x(1+1)=9-5=4

Conclui-se, portanto, que o barco n3o passa por baixo da ponte.
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5.1. A fungdo g é continua em 1 se esése lim g(z) =g(1) = lim+g(x), tal que:
r—1

r—1—
1—a? 2 -1 (x—=1D(x+1)
li = lim ——=lim —— = lim —%——~
= i e R
1 1
- X lim@+l)=-x(1+1)=2
lim e § r—1— 1
rz—1—0* z—1
exfl _
em que lim ——— =1 é limite notavel.

z—1-0+t x —1

i -1 i —1
lim g(e) = lim (34 S0@-DY) gy, sl _g 4
z—1+ z—1+ 1—x z—1—0- x—1

i —1
em que lim M =1 é limite notavel.
z—1-0- x—1

Uma vez que g(1) = 2, tem-se que lim g(z) = g(1) = lim g(z), logo g é continua em 1.
z—1— z—1t

i -1
5.2. Em |4,5[, tem-se g(x) :3+s1nl(x7)’ de tal forma:
-
i -1 i -1
g(x)=3<:)3+%=3©M=0@sin(x—l):0 ANl—x#0
1—x 1—x —_———

4<x<b
sSr—l=knkeRerx=14+kr,keR

e entdo tem-se:

e Parak=0,tem-sex =1, tal que 1 < 4

e Parak=1temsex=1+m talqued <1l+7<5

e Parak=2,tem-se x =1+ 27, talque 1 + 27 > 5
Conclui-se portanto que C.S = {1+ 7}.

1— a2

1—ex—1°
Tem-se que o ponto A é a interseco do grafico da funcdo g com o eixo das abcissas, logo € solucdo da equacio

5.3. Considere-se o grafico da fun¢do g em = < 1, tal que g(x) =

g(x) =0, tal que:

1— 2

17351:0@1—332:0A l—e* 14 0o2=1Az#leor=—1rz#1
_el‘*

Tem-se portanto que o ponto A é o ponto de coordenadas (—1,0).

g(z) =0&

OAxlg(wp)| _ 1xlgGe)l _ lo@e)l ooy
5 ) P

A area do tridngulo [OAP] é dada por: Ajsop)(7p) =

2 2

é abcissa do ponto P.

Pretende-se resolver a equagdo A[Aop] (zp) =5 & |g(9;p)\ =5
1— 22
l9(zp)] =10 & | T———=| = 10
2 2 -1
eem z < —1, tem-se: Tl =10« 1 — g1 =10

Por observacio da figura ao lado, e com recurso as capacidades graficas

da calculadora, conclui-se que xp =~ —3,3.
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6. O ponto P, de abcissa a, pertence ao grafico de f, logo as suas coordenadas s3o (a,f(a)).
Uma vez que OP = PQ, tem-se que [OPQ)] é isésceles, e, portanto Q(2a,0).
A reta r tem o mesmo declive da reta PQ de tal forma que ]?6)2 =Q— P = (2a,0) — (a,f(a)) = (a,— f(a)), e
—f(a) fla)

portanto, o declive de r pode ser dado por ——*~ =
a

a
A reta r também é a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa a, pelo que o seu declive é f’(a).
Logo, conclui-se que f'(a) = —@ & f'(a) + f(a) =0.
a a
FIM GRUPO II
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