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I ——— GRUPO | - ITENS DE ESCOLHA MULTIPLA I ——

1. Tem-se que a+2a+0,4=1<:>3a=1—0,4<:>a:0’—36<:>0,2.

Logo, o valor médio da variavel aleatéria X é 1x0,2+2x2x0,2+3x0,4=2,2.

Resposta: Versdao 1-B/Versao2-C

2. P(A|B) ¢ a probabilidade de a bola retirada ser de cor preta, sabendo que a bola retirada estd numerada com um

ndmero par. Logo, o nimero de casos possiveis é 4 (pode ter sido retirada a bola com o nimero 2, 4, 6 ou 8). Destas,
sao de cor preta as bolas numeradas com os nimeros 2 € 4. Portanto, 0 niumero de casos favoraveis é 2.

Assim, pela lei de Laplace, P(A| B) =

X
N

ENJ )

Resposta: Versdao1-B/Versao2-C

log,a __ 1 .Comologba:%,vem : =l<:>|09ab:3-

3. Tem-se que log, a = =
log,b log,b log,b 3

Entdo, log, (a’b)=1log, (a*)+log,b=2+3=5.
Resposta: Versdao 1-D/Versao 2 - A

4. Afungdo f é continuaem R, em particular é continuaem x=0. Portanto, lim f (x)=lim f (x)=f(0).

x—0" x—0"

Tem-se:

- lim f(x)= Iim(2+e”k)=2+e°+k —2+e

x—0" x—0"
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« tim £ (x) = fim 2N (+D)

x—0" x—0" X

=2+1=3

_jim 2% jim (x40
x—0" /%

x—>0" X
- f(0)=2+e"" =2+¢"

Logo, 2+e“ =3 <= e =1<e* =’ <k =0.
Resposta: Versao1-A/Versao2-B

5. Tem-se que:

« /(x)=(3senx) =3x2senxx(senx) =3x2senxxcosx =3sen(2x)
sen(2x)

= £7(x)= (35en(2x))' =3x (2x)' cos(2x)=3x 2cos(2x) =6cos(2x)

Resposta: Versao1-C /Versao2-D

6. O tridngulo [OAB] é equilatero e a abcissa do ponto A é 1. Logo, a amplitude do &ngulo AOB é % e

OB=0A=1.
Assim, | z| =OB=1ecomoa imagem geométrica de z pertence ao 4.° quadrante, um seu argumento pode ser —% .

Logo, z =1cis[—£j = cis(—z + erj = ciss—” :
3 3 3

Resposta: Versdao1-D /Versdao2-C

7. As coordenadas dos pontos de intersecgdo da circunferéncia com o eixo Ox sdo da forma (x, O) .Fazendo y=0 na

equagao da circunferéncia, vem:
(00—l =2 xrl=2a X =lox=tflex=-1 v x=1
Como a abcissa de A é positiva, vem A(1,0).
Portanto, a circunferéncia contém o ponto A(1,0) e o seu centro é o ponto C, de coordenadas (0,1) . Representando

a circunferéncia e a recta r num referencial 0.n. xOy:
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Ya

Cs. P(xy)

(
\

Arrecta r é tangente a circunferéncia no ponto A, portanto é perpendicular ao segmento de recta [AC] . Assim, sendo

P(x, y) um ponto da recta r, a sua equagéo é dada por:
r:AP-AC=0<(x-1y-0):(0-11-0)=0<(x-1Yy)-(-11)=0< —x+1+y=0<y=x-1

Outra resolugéo:

A recta r é perpendicular & recta AC =m, =— . Como E:(—l,l), vem Mm,e =i1:—1 e portanto

Mpc

m =—i1=1. Logo, a equacado reduzida da recta r é do tipo y=x+b. As coordenadas do ponto A s&o (1, O).

r

Como Aer vem, 0=1x1+b<b=-1.Entdo,r:y=x-1
Resposta: Versdao1-B /Versao2-D

8. Das opgdes apresentadas, a Unica sucessdo que € monotona e limitada é a de termo geral u, =——:
n

. uml—un:—i—(—ljzl— ! =ﬂ+1_ﬂ= ! >0,VneN. Logo, a sucessdo de termo geral
n+1 n) n n+l n(n+l) n(n+1)
>0, VneN
1., ,
u. =—— € monotona crescente.

n
1 1 . 1, .
= Tem-se que paratodoo neN, 0< =<1« -1<-—<0.Logo, a sucessao de termo geral u, =—— & limitada.
n n

n

Resposta: Versdo1-C /Versdao2-B
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GRUPO || - ITENS DE RESPOSTA ABERTA 1

cis3”
-1+i 4 . (37 =z .87 . 27
1.Tem-se, z, = ﬁ? e is T_E =CISE=CIS?
2cis =" J2cis
\/_ 12 \/_ 12
—2l+2k7[
Assim, z4=71<:>z4=cis(—2§)<:>z=4cis[—%ﬂ)<:>z=i‘ﬁcis 3T  ke{0123} <

27
= cis[%+2kTﬁJ, ke{01,2,3} < z=cis (—%-‘rk?ﬂ-] ke{01,2,3}

Logo:

=se k=0—>z=cis(—%j

) T T . 27
= se k=1—>z=C|s(——+—j:0|s—=0|s—
6 2 6
= se k=2—>z=cis(—£+2—”j=ci35—”
6 2
. T 3 8 4
sse k=3—>z=cCiS| ——+— |=CiS— =CiS—
6 2 3

. . T 7\ . 7 .57 . Ar
O conjunto solu¢do da equacgéo € - cis Y ,C|s§,0|s?,0|s?

i) Para escrever —1+i na forma trigonométrica, vem: |fl+i|=,¢(fl)2+l2 =J2. Sendo 6 um argumento de —1+i, tem-se

tg@:ilz—l e @ e 2.° quadrante, pelo que 9:—%+7r=37ﬂ .Assim —1+i =\/§ci537”.
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2.1. No instante inicial, t =0, o ponto P coincide com o ponto A. Tem-se:

d(0)=1+lsen ax0+ 7 | =1+ tsen[ T )=1s tilogy d
2 6 2 6 2 2 4

5
4

Pretende-se determinar os instantes em que nos primeiros trés segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto
A. Esses instantes s&o as solugdes da condicdo d(t)=d(0) A te]0,3].

Assim, para t € ]0,3], vem:

2 6 4 2 6 4 6 2

<:> 7Z't+£ g+2k7r v 7rt+€—7z—€+2k7r keZ <

senff—
o ft=2kf v at= %—%Jerﬂ keZ <

ot=2k v /ftz%+2k/,keZ<:>t:2k v t=§+2k,keZ.

Logo, nos primeiros trés segundos do movimento, os instantes, diferentes do inicial, em que o ponto P passou pelo

ponto A foram t = g (k =0, segunda equagéo), t=2 (k =1, primeira equagéo) e t = % (k =1, segunda equagio).

2.2. A fungéo d é continua em [0,+oo[ pois é a soma, o produto € a composi¢cédo entre fungdes continuas no seu

- 1 . . . - . <
dominio: y=1 e y=§ sdo fungbes constantes e portanto continuas no seu dominio; y=sent é uma fungdo

trigonométrica, continua no seu dominio; y =zt +€ é uma fungao afim, continua no seu dominio. Logo, d é continua

em [3, 4] C[O,+OO[.

. d(3)=1+lsen 3r+ 7 =1+ Lsen 2+ % =14 Lsen[ 2 | =14 2 1)1 223075
2 6 2 6 2 6 2 2 4 4
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. d(4):1+lsen ar+Z =1+ tsen[ 2 a1+ it i o3 g 05
2 6 2\ 6 272 4 4

Como d é continua em [3,4] e como d(3)<1,1<d(4), pelo teorema de Bolzano existe pelo menos um t, € |3,4]

tal que d (t) =11, ou seja, existe pelo menos um instante entre os trés e quatro segundos apds o instante inicial em
que o ponto P esteve a distancia de 1,1 metros do ponto O.

3.1.

= Quando X ——o:

lim £ (x) = lim (1+ xe*) =1+ lim (xex)§1+

X—>—0 X——0 X—>—0

lim (—ye™)=1- lim Y _1-0-1

y—>+o0 i) y—>+w0 ey
Logo, a recta de equagédo y =1 é assimptota horizontal do grafico de f, quando X — —0.

i) Mudanga de variavel: se x ——oentdo —x —+w0. Seja y=—X<>X=-y, Yy —>+©.

X p
.. . e X - ,
ii)Se lim — =+ entdo lim — =0, peR (limite notavel).
x—>+o0 xP X+ gX

= Quando X —+4o0:

lim £ (x)= lim (In(x-3)-Inx)= XILerIn(XT_?’j = lim In (g-;j: Jimwln(l—g)z In (1—%0] =
=In(1-0)=In(1)=0
Logo, a recta de equagdo y =0 é assimptota horizontal do gréfico de f, quando X — +o0.
3.2.Para xe]-,3],tem-se f(x)=1+xe*. Assim:
f(x)—2x>1< 1 +xe* —2x>/f<:>x(eX —2)>0
Determinando os zeros de x(eX — 2) , vem:

x(ex—2)=0<:>x=0 v e-2=0cx=0 v &=2&x=0 v x=In2
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Fazendo um quadro de sinal, vem:

X 0 In2 3
X - 0 + + + +

e -2 - - - 0 + +
x(e*-2) + 0 — 0 + +

Logo, o conjunto solugéo da equagdo f (x)—2x>1< x(e*=2)>0 é ]-o0,0[U]In2,3].

3.3. Seja t a recta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 4. Entdo, m, = f’(4) e 0 ponto de coordenadas

(4, (4)) ¢ 0 ponto de tangéncia.
Para t € |3,+o[, f(x)=In(x-3)—Inx eportanto, f(4)=In(4-3)-In4=In1-In4=-In4

1 1 1 1 1
f'(x)=———= eportanto, f'(4)=——-==1-=
(x) 3 e portanto, f'(4) 13 2 7

Logo, equagao reduzida da rectat é do tipo y = % X+Db . Como o ponto de coordenadas (4,—In 4) pertence & recta t,

substituindo-o na sua equagao reduzida vem: —In4 = % x4d+b<b=-3-In4.

Logo, t:y=%—3—|n4

4. O grafico da opgdo A nao pode ser o da fungdo f. A fungdo f tem derivada finita em todos os pontos do seu
dominio e portanto é continua no seu dominio, o que nao se verifica com a fungao cujo gréafico esta representado nesta
opgao.

Como f”(x)<0 para qualquer Xe]—O0,0[, o grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em
]—oo,O[ . Logo, o grafico da opgao B ndo pode ser o da fungéo f, pois este ndo tem a concavidade voltada para baixo

nointervalo |—oo,0] .

Por fim, como f’(O) >0, a recta tangente ao gréfico de f no ponto de abcissa zero tem declive positivo. Logo, 0

grafico da opgdo C néo pode ser o da fungéo f, visto que a recta tangente ao grafico da fungéo representada por este
grafico, no ponto de abcissa zero, tem declive negativo.
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Portanto, em nenhuma das opg¢des pode estar representado o grafico de f .
Outra justificagao para excluir o grafico da opgao C:

Como f’(O) > 0, existe uma vizinhanga do ponto zero onde f ¢é estritamente crescente. Logo, o grafico da opgéo C

néo pode ser o da fungéo f, pois ndo existe uma vizinhanga do ponto zero onde a fungéo representada por este gréfico
seja estritamente crescente.

5.Tem-se, P(AUB)-1+P(B)=P(A)+P(B)-P(ANB)-1+P(B)=

| —
P(A)—P(Ar\B)

=P(A)+ £~ PAB]~(P(A)-P(AnE))~L + B8] -
= PAA) - PAA) +P(ANB)=P(A)xP(B|A)

P(BNA)

i) P(B|A)= P(A)

< P(BnA)=P(A)xP(B|A)

6.1. Como o ponto R tem coordenadas (2,2, 2) e como a piramide é quadrangular regular, a abcissa e a ordenada do

ponto V s&o iguais e iguais 1. Logo, as suas coordenadas séo da forma V (1, 1, z) .

O ponto V pertence ao plano PQV :6x+2z—-12=0. Assim, substituindo as coordenadas de V na equagao do plano
PQVvem, 6x1+2-12=0<12=12-6<12=6.

= V(116)
6.2. Seja a0 plano perpendicular a OR que contém o ponto P, cujas coordenadas séo P(2,0, O).

Um vector director da recta OR é OR =R—0=(2,2,2)—(0,0,0)=(2,2,2). Logo, como « & perpendicular & recta

OR, um vector normal de o é i, =OR =(2,2,2).
Assim, o : 2x+2y +2z =d . Como « contém o ponto P(2,0,0) vem, 2x2+2x0+2x0=d <d =4.

Logo, @ :2x+2y+2z=4 < X+y+2=2.
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6.3. Tem-se que:
= uma equagao do plano QRS é y=2.

= seja X a abcissa do ponto A. Como A pertence ao plano QRS e como a sua cota é o triplo da sua abcissa, as suas
coordenadas séo da forma A(x,2,x°).

- OA=A-0=(x2x")-(0,0,0)=(x,2.x*) e TQ=Q-T =(2,2,0)—(0,0,2)=(2,2,-2)
Como os vectores OA e TQ sao perpendiculares, tem-se OA-TQ =0 . Portanto, pretende-se determinar x tal que:
OA-TQ=0<(%2,x")(22,-2)=02x+4-2x" =0 -2X° +2x+4=0

= Utilizando o editor de funcbes da calculadora, define-se y =-2x* +2x+4 najanela [-4,4]x[-2,7]:

O
<y

-2

Logo, OA-TQ=0<—2x° +2x+4=0<>x=a, com a~152.
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6.4. O numero de casos possiveis € 7°, pois cada uma das nove faces pode ser colorida com qualquer uma das sete
cores, podendo faces distintas serem coloridas com a mesma cor.

O numero de casos favoraveis ¢ “C, x> C, x5!. Das quatro faces triangulares escolhem-se duas para colorir de

branco, o nimero de maneiras de o fazer é *C, . Para cada uma destas maneiras, existem °C, de maneiras distintas

de colorir duas das cinco faces quadrangulares. Finalmente, as restantes cinco faces séo coloridas com cinco cores
distintas. O nimero de maneiras de o fazer é 5!.

“C,x° C, x5!
9

Logo, pela lei de Laplace, a probabilidade pedida é ~0,0002.
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