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CaADERNO 1

1.1. Seja X a variavel aleatoria:

X: «numero de vezes que a face com o numero 3 fica voltada para baixo em dez langamentos do dado»

Assim, X é uma variavel aleatoria com distribuicdo binomial de pardmetros n=10 (dez provas repetidas) € p :Z

(probabilidade de ocorrer sucesso: no langamento deste dado, a probabilidade da face com o numero 3 ficar voltada para baixo é % ), OU Seja,

X ~ Bin(lO,lj.
4

Pretende-se determinar o valor de P( X = 6) . Assim:
6 4 6 4
P(X = 6) :“’C6 X(lj x(l—lJ :1°C6 x(lj X(E) ~0,016
4 4 4 4

1.2. Como f é diferenciavel em [0,2], vem que f é continua em [0,2] e diferenciavel em ]0,2[. Assim, pelo

Resposta: B

teorema de Lagrange, tem-se que:

HCE]O,Z[: f,(C)ZWQHCE]O,Z[: f'(C): f(22)_1

Como paratodo o x€[0,2] setem 0< f'(x) <9, em particular, vem que 0< f'(c)<9 pelo que:

0<f'(c)<9<=0< 1:(2)_1<9<:>0< f(2)-1<18<=1<f(2)<19
2 x2

Resposta: B

2.1. As bases do prisma sao hexagonos regulares, pelo que a amplitude dos seus éngulos internos & 120° . Assim,
como PQ =4, vem que QR =4 e portanto:
16

Q- OF = Q8| QR os{ POR) P o xcos(1200) - -1 |- 20 o
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2.2. Tem-se que:
= as faces laterais do prisma séo rectangulos, pelo que a sua area lateral é dada por:
6x%x§=6x4x§=24§

= um vector normal ao plano PQR:2x+3y—z-15=0,¢ ﬁ(2,3, —1) pelo que, como a recta PS é perpendicular ao

plano PQR, um vector director da recta PS é ni (2, 3,—1) e portanto:

X=14+2k
PS:(x,y,2)=(14,50)+k(23-1), ke R<<y=5+3k , keR

z=-k

= 0 ponto P pertence & recta PS, pelo que as suas coordenadas s&o da forma (14 + 2k,5+3k,—k) , keR. Assim,

como P também pertence ao plano PQS, substituindo as suas coordenadas na equagédo de PQS, vem:

2(14+2k)+3(5+3k)—(~k)-15=0<>28+4k + 15 + 9k +k — 15 =0<>14k =—28 <> k =2

Logo, as coordenadas de P s&o (14+2x(-2),5+3x(-2),—(~2))=(10,-1,2) e portanto:

PS = /(10 -14)’ +(-1-5) +(2-0)’ =\16+36+4=+/56
. amedida da area lateral do prisma é 24PS =24 x+/56 ~179,6 .

2.3. O nimero de casos possiveis & °C, x °C, . Escolhem-se dois vértices de uma das bases do prisma. O nimero de
2 2

maneiras de o fazer ¢ °C, . Para cada uma destas maneiras, existem °C, maneiras distintas de escolher dois vértices
da outra base do prisma.

O numero de casos favoraveis ¢ 6. Cada uma das seis faces do prisma tem exactamente quatro vértices, sendo que
exactamente dois pertencem a uma das bases e os outros dois pertencem a outra base.

Assim, pela Lei de Laplace, a probabilidade pedida é ﬁ = 7—25 ~0,03.
2 X L
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3.1. Agrupando num bloco os quatro alunos de Espanhol e noutro bloco os oito alunos de Inglés, estes dois blocos

permutam entre si de 2! maneiras distintas. Para cada uma destas maneiras, os quatro alunos do bloco de Espanhol

permutam entre si de 4! maneiras distintas e os oito alunos do bloco de Inglés permutam entre si de 8! maneiras

distintas.

Logo, o numero de maneiras de dispor os doze alunos nas condi¢des do enunciado é 2!x 41x8!=1935360 .
Resposta: D

3.2. Sejam E e | os acontecimentos:

E: «o aluno escolhido estuda Espanhol» e I: «0 aluno escolhido estuda Inglés»

Assim, pelo enunciado tem-se que:

Assim, como P(EU1)=4P(Enl) e P(E)=P(I),vem que:

P(EUl)=4P(En1)=P(E)+P(1)-P(EnI)=4P(Enl) e

-7 (E)

<:>2P(E)=5P(Em|)<:>P(Eml)ng(E)

P
Logo, P(I|E)= P(PI((;)E): P/QESZ

(28]

=0,4=40%

[GEN N
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4. Tem-se que:

Recorrendo ao editor de fungdes da calculadora, define-se y, = (1—/1)6 eey, =% najanela [0,1]x[0,1]:

Ya
1
L
1 Y273
: °
0| a~0,075 1 A

Assim, (1—&)6 e :%cwi:a,com a~0,075.
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5.Tem-se que z=(cosx +isenx) " < Ch )10 =¢') = cos(10x) +isen (10x).
%/A—J

Como Im(z) =%Re(z) ,vem que sen(10x) :%cos(lox).

Assim, para cos(10x)#0 e 0<x< % , tem-se:

arctg [j
sen(10x
(10x) PN tg(10x)=%<:>10x=arctg[%jc> x=—3z0,03

1
10x)== 10 _
sen(10x) 3COS( X) < cos(10x) 3 10

arctg (5)
Nota: se x = 0 entdo cos(10x)~0,9995+0

Outra resolugao: Tem-se que Im(z)= % Re(z)<>sen(10x)= %cos(le)

cos(10x
Recorrendo ao editor de fungbes da calculadora, define-se ylzsen(lox) e yzz¥ na janela
T
0,— |x|-11f:
02 (-1
Y
y, =sen(10x)
0 a~0,03 y X
&
. 1
Assim, sen(le):gcos(lox)c»x:a,com a~0,03.
Resposta B
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6. Seja (un) a progressdo geométrica onde trés dos seus termos consecutivos sdo a, a+6 e a+18,com aeR.

Assim tem-se que a+1: =a—+6,com a=0,a=—6e a=-18,pelo que, para aelR\{—lB,—6,0} , vem:
a+ a
a+18 a+6

e _Tca(a+18)=(a+6)6@a/+18a=%+12a+36©6a=36@a=6
J’_

Sendo r a razdo da progressdo geométrica (u,), tem-se r _ax6_6+6
a

a=6

=2 . Portanto, como a soma dos sete

primeiros termos desta progresséo geométrica € 381, vem que:

— 7 —
87:381<:>u1><11 22=381©u1><1 128

=381<127u, =38l U, :%@ul =3

=3

Outra resolugao: Seja (un) a progressdo geométrica onde trés dos seus termos consecutivos séo a, a+6 e a+18,

com ac R erasuarazao.
Tem-se que a+6=ar (1) eque a+18=r(a+6)(2).
De (2),vem que a+18:r(a+6)c>a+18=ar+6rc>ar:a+18—6r , pelo que, substituindo em (1) , tem-se:

a+b=ar < A+6=4+18-6r<6r=18-6<6r=12<r=2

ar=a+18-6r
Portanto, como a soma dos sete primeiros termos desta progressdo geométrica é 381, vem que:

— 7 —
S, =381 U x L2 — 381 > U, x 120 _ 381 51270, = 381> Uy = ok sy, =3
1-2 1 127
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7. Tem-se que:

= a circunferéncia esta centrada na origem em contém o ponto A, que pertence ao semi-eixo positivo Ox e tem abcissa
2, pelo que uma equagéo da circunferéncia é x> + y> =2° < x> +y* =4;

= 0s pontos B e F tém abcissa 1, pelo que uma equagédo darecta BF é x=1;

= 0s pontos C e E tém abcissa —1, pois sdo os simétricos, respectivamente, de B e F em relagéo ao eixo Oy, pelo que
uma equagao darecta CEé x=-1.

y, =sen(10x)

Assim, uma condi¢do que define a regido sombreada da figura é x* +y* <4 A (xs-l v le). Mas como a
condicdo x<-1 v x=>1 é equivalente a condi¢do |x| >1, vem que outra condi¢do que define a regido sombreada
dafiguraé x* +y* <4 A |x|>1.

Resposta C
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CADERNO 2
8.
8.1. Tem-se que:
X+1
— =k X+1=2k x=-1+2k
2 -1 -1
z=3 z=3+0k z=3+0k

Portanto, um vector director darecta r é r(2,-1,0).

Todos os pontos da recta r tém cota 3, pelo que sendo f(2,—1,0) um seu vector director, sé a equagao vectorial da
opcao A pode representar a recta r. De facto, o ponto de coordenadas (3,0,3) pertence a recta r, pois, substituindo as

suas coordenadas na condigao cartesiana que define a recta r, obtém-se uma proposi¢éo verdadeira:

3—+1=E A 3=32=2 A 3=3— Proposicao verdadeira

2 -1

.. Uma equagéo cartesiana darectar é (x,y,z)=(3,0,3)+k(2,-10), keR.

Resposta A
8.2. Tem-se que:
T Vi T
=para X e [__'E:I , Senx =1 se e somente se x = X pelo que arcsen (1) = 5 :
"para Xe [0,71] , COS X =—= se e somente se x=—, pelo que arccos| —= |=—
2 3 2) 3
1\ = 27 Ix
. arcsen(1)+arccos| —= |=—+—=—
2) 2 3 6
Resposta A
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9. Tem-se que:

s B 4o R [ "
1+2J§ J3i :1+2J§ \/§|X1 2|:1+2J§ 4J3i—J3i+23i _

W= - " "
1+2i i 1+2i  1-2i 12— (2i)

2B -5Bi-2f | B GG

1-4i? B

Escrevendo entdo w na forma trigonométrica vem:

W] =[1-Bi|= [ +(-3) = VI+3=2=2

e

=sendo @ um argumento de w, tem-se tg0 = - - 3,com 0e4.°Q,peloque 8= —% .

3

(-5
Logo, w=2e )
Como w € uma raiz quarta de z, as restantes raizes quartas de z séo:

2ei( ’ 4) =2ei%, 2ei[%+27”) =2ei%ﬂ e Ze{%%j =2ei76”

T
. . " . . r . r 1=
Como se pretende a raiz quarta de z cujo afixo pertence ao primeiro quadrante, o nimero complexo pedido é 2e ©.

10.

10.1. Recorrendo a uma tabela de dupla entrada tem-se:

X 0 1 2 3
0 0 0 0

0 2 3
2 0 2 6
3 0 3 6

6 1 2 1 2 1
Assim, tem- X ={0,2,3,6 P(X=0)=—==, P(X=2)=—==, P(X=3)=—=—
ssim, tem-se que { 1 e P( )122 ( )126 ( )1269
2 1
P(X =6)=—==, pel k=0.
( ) P 6,peoque 0
Resposta: D
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10.2. Tem-se que Iim(un)=lim(Mj =|im(ﬂ+5j =Iim(1+5j e
n n n n

Como o limite da sucesséo (un ) € solucéo da equagéo In (ij =3, vem que:
e

k
In[%):&:ln(e"1):3<:>k—1=3<:>k=4

11. Tem-se que Inb=4Ina<Inb=In(a*)<b=a*, pelo que:

1
a* > b anz(a“)X@axza

EES

SX2
a>1

< |
< |
>
N
|
I

Calculo auxiliar:

x> —4

X

Recorrendo a uma tabela:

Resposta: D

0 X —4=0 A X20=X2=4 A X20x=4J4 A x£0e (X=-2 v x=2) A x=0

Logo, o conjunto solugédo da equagéo dada é [— 2, O[ u[2, +oo[ .

X —® -2 0 2 +00
X2 —4 + 0 —~ - -~ 0 +

X — — — 0 + + +

2
x -4 — n.d. —

X
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12.

12.1. Tem-se que:

2x

*para xeR~, g(x)=e4—_1, pelo que:
X

2x_
O Tl ) e™ 120 A 4x200 6% =0 A x20oe® =1 A X£0

=0
g(x) < 4x

oe=e’ A X202 2x=0 A X0 x=0 A x#0

Condicao impossivel

Logo, a fun¢do g ndo tem zerosem R™.

= para x [0, 7], g(x)zm , pelo que g(x)=0©m=0®1=0 A 2—_s?n(-2x)¢0
Condicéo universal em R
Logo, a fungéo g ndo tem zeros em [0, z].
Resposta: A

.. Afuncéo g ndo tem zeros.

12.2. Afungdo g é continuaem x=0 se lim g(x)= Iirgg( )=9(0).

x—0"

Assim:
5)
) coe—qlo) e 1 e 1 .. e'-1 1 1
= lim g(x)= lim = ==x lim =  Zxlim =—xl==
x—0" x>0~ 4X x>0" 2x2X 2 x-0° 2X x%O’y;ZZ);%O’z y=0" Yy 2
Limite notavel

Climg()=tim——~ -+ 1 _ 1.1

0" x>0" 2—-sen(2x) 2-sen(2x0) 2-sen(0) 2-0 2

1 11

*9(0)= 2—sen(2x0) - 2—sen(0) 2-0

N |~

Portanto, lim g(x)= lim g(x):g(o)zé,pelo que g é continuaem x=0.

x—0" x—0*
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12.3.Para x €0, 7], tem-se que g(x)= #n(Zx) , pelo que:

=0

] g,(X):1’><(2—sen(2x))—1><(2—sen(2x))' ~ m—lx(—ZCOS(ZX)), _ 2cos(2x)

(2—3en(2x))2 (2—sen(2x))2 (2—sen(2x))2

ZCOS(ZX) . =O<:>ZCOS(2X)=0 A (2—sen(2x))2¢0<:>COS(2X)=0<:>

=g (x)=0——-—2—
9'(x) (2—sen(2x))

Condicéo universal em R

<:>2x=%+k7z, KeZox=Z+X vz

Assim,
-se k=0, entio x=2: % c]o,x] -se k=1, entdo x=Z x_ 37, 37 ox]
4 4 2 4 4
=se k=2, entdo X=£+7r=5—7[; 5—”g]o,;z] -se k=—1,entio x="-2-_Z. 2 ¢lo7]
4 4 4 4 2 4 4
' . " T 3z
Portanto, os zeros de g’ que pertencem ao intervalo XG]O,ﬂ] sao 7 e 7
Recorrendo a uma tabela de variagéo do sinal de g', vem:
T 3z
X 0 Z 7 T
2cos(2x)’ + 0 — 0 + +
(2-sen(2x))’ + + + + + +
g9'(x) + 0 - 0 + +
g /' max. \‘ min. /' MAX.

Logo, para x e ]0,7:] , a fungdo g é decrescente em [%377[} e é crescente em }0%} eem [37”7:} )
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A fungéo g tem:

L. , 3 , 3 1 1 1 1
= um minimo relativo em x = queé g| — |= = = =§;

2—sen[2x?’fj 2—sen(3:) 2-(-1)

L . T . V4 1 1 1 )
= um maximo relativoem x==— queé g| — |= = = =1,
4 4 V4 T 2-1
2-sen| 2x=| 2-sen| =
4 2
L. . , 1 1 1
= um méximo relativoem x =7 queé g(z)= = ==.
2—-sen(2z) 2-0 2

* Nota:
= tem-se que 5—”6 3—”,7[ e 2cos 2><5—” =2C0s 5z :2x1:1:2c03(2x5—”j>0;
6 4 6 3 2 6

3z

-temseque =< | Z,2%| e 2cos| 2x 2= |=2c0s(7) = 2x(~1)=—2=> 2c0s| 2x = | <0 ;
2 4 4 2 2

= tem-se que Z e O,ﬁ e 2cos| 2x % :Zcos(ﬁ :2x1:1:>2005(2x£)>0.
6 4 6 3 2 6

13. A fungdo f é continua em ]0,7z[ pois é o quociente entre duas fungbes continuas no seu dominio (uma
polinomial e outra trigonométrica). Portanto, se o gréfico de f tiver assimptotas verticais sera nos pontos 0 e 7, que
s80 0s Unicos pontos aderentes ao seu dominio e que n&o Ihe pertencem.

Assim:
6
. . X O 1 1 x . . .
= lim f(x): lim = =-=1, pelo que a recta de equagdo x=0 nado é assimptota vertical do
x—0* x—0" SeNn X lim senx 1
x—0" X
Limite notavel
gréficode f ;
. . X T T ~ . \ ‘
= lim f(x)= lim = =-—=+00, pelo que a recta de equagdo x=r € assimptota vertical do
X—z~ x—7z~ Sen X Sen(ﬂ*) 0
gréficode f .

.. Arecta de equagdo X = € a Unica assimptota vertical do graficode f .
Resposta: B
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14. Tem-se que:

- as coordenadas do ponto P s&o (@,h(a)), pelo que como h(a)= na em que P(a,ln—aj ;
a a

= as coordenadas do ponto Q sdo (2a, h(2a)) , pelo que como h(2a)= Ingza) , vem que Q[Za, Ingia)J .

Portanto, declive da recta PQ é dado por:

In(2a) Ina In(2a n nl 22 (2
Yo—Ye _h(2a)-h(a) ga )_Iaa_ ga )_zéaa_ln(za)_ln(az)_l (aZJ_I (aj

¥ -%  2a-a  2a-a a -~ 2axa = 2a®  2a°

m

Sejam A e B os pontos de intersecgdo da recta PQ com o eixo Ox e com o eixo Oy, respectivamente, sendo entdo
[AOB] o tridngulo recténgulo definido pela recta PQ e os eixos coordenadas (na figura ndo esta representado o

gréfico de h):
YA
y=X
Q
O »
A X
P
/B

O tridngulo [AOB] é isosceles se OA=0B, pelo que a recta PQ tera de ser paralela & bissectriz dos quadrantes

(Zj

In| =

impares e portanto o seu declive tera de serigual a 1, isto €, 2 ? =1.
a

()

2a’

Assim, seja g a fungéo definida em El} por g(a) = e vamos provar, utilizando o teorema de Bolzano-

Cauchy, que a equagéo g(a)=1 tem pelo menos uma solugéo em El[ .
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Tem-se que:

= a fungéo g é continua em Bl} pois € a composi¢ao e o quociente entre fungdes continuas no seu dominio (fungdes

racionais, polinomiais e logaritmicas).

Como 4>e,vemque 4>e<Ind4>Ine<=1In4>1<2In4>2=2In4>1, pelo que g(%)n_

2
In| —
[1]_ In2 In2

T oxP? 2x1 2

" 9(1)

Como 2<e,vem que 2<e©In2<Ine<:>|n2<1<:>|n72<%:>ln72<l,peloque g(1)<1.

{2

a.2

Logo, como g (1) <l<g [%) pelo teorema de Bolzano-Cauchy a equagdo g (a) =l 1 tem pelo menos

< 1 ~ 1 |1 1
uma solugéo em 5,1 e consequentemente tem pelo menos uma solugao em 5,1 , pois E’l c 5,1 .

Assim, conclui-se que existe pelo menos um a e Bl} tal que o tridngulo rectangulo [AOB] (referido no enunciado)

€ isosceles.

FIM
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