Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2018 - 1* Fase

Proposta de resolucao

Caderno 1

1.1. Como a experiéncia se repete varias vezes, de forma independente, a distribuigao de probabilidades
segue 0 modelo binomial (P(X = k) ="Cj, p* ¢"").

Temos que:

e n = 10 (repete-se esta experiéncia dez vezes).

1 1
e p= 1 (a probabilidade do sucesso, ou seja <Sair face com o nimero 3> é T porque o dado tem

quatro faces e apenas uma delas tem o nimero 3).

5 1 3
® q= R a probabilidade do insucesso pode ser calculada como ¢ =1 — 1 - 1

Assim, calculando a probabilidade de sair face como o niimero 3 exatamente seis vezes, e arredondando
o resultado as milésimas, temos:

1\° /3\*
P(X =6) =100 (4) (4) ~ 0,016

Resposta: Opgao B
1.2. Como a funcao f é diferencidvel no intervalo [0,2] é continua em no mesmo intervalo.
Assim, como Vz € [0,2],0 < f/(z) <9 e f(0) = 1 pelo Teorema de Lagrange, temos que:

f(2) = 1(0) f(2) -1 f(2) -1

S 0<f2)-1<18 & 0+1<f(2)-1+1<18+1 < 1< f(2)<19
Resposta: Opgao B

0<fl(z)<9 & 0< <9 & 0< X2<9x2 &

2.1. Como os segmentos de reta [QP] e [QR] sao lados consecutivos de um hexagono regular de lado 4,
entao temos que:

R
|@7] = [[o] = 4

Como os hexdgonos regulares podem ser decompostos em seis tridngulos 4
equilateros, cada angulo interno do hexdgono regular tem o dobro da 0
amplitude dos angulos internos de um triangulo equildtero, ou seja,

BABC =2 x 60 = 120°

. P
Assim, vem que:

Cﬁ’éﬁ = cos (Cﬁ’tﬁl) XHQ?HXH@H = cos (120°)x4x4 = — cos (60°)x 16 = —%le -1 -8

2
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2.2. Como o plano PQR tem equacao 2x + 3y — z — 15 = 0, um vetor normal do plano é U = (2,3,—1)
Como o prisma é regular entao as arestas laterais sao perpendiculares ao plano das bases, ou seja,
a reta PSS é perpendicular ao plano PQR, e assim, o vetor normal do plano da base é também um
vetor diretor da reta PSS, pelo que, considerando as coordenadas do ponto S(14,5,0), temos que uma
equacao vetorial da reta PS é:

(,,2) = (14,5,0) + A(2,3, - 1), A e R

Assim, as coordenadas de todos os pontos da reta PS, e em particular o ponto P, para A € R, sdo
da forma:
(z,y,2) =P+ i = (14,5,0) + A(2,3,— 1) = (14 + 2A\,5+ 3\, — X)

Como o ponto P pertence ao plano PQR podemos determinar o valor de A substituindo as coorde-
nadas genéricas do ponto, na equagao do plano:

214 +20) +3(5+30) —(=A) —15=0 < 284+ 4X+154+9A+ A —15=0 < 28+ 14X =0 &

@14)\:—28@)\:_1—18 S A=-2

Desta forma temos que as coordenadas do ponto P sao:

(14 +2(-2),5+3(-2), — (-2)) = (14— 4,5 - 6,2) = (10, — 1,2)

Assim, calculado a distancia entre os pontos P e S, temos:

PS=(14-102+(5— (—1))2+ (0 — 2)2 = \/42 + 62 + (—2)2 = V16 + 36 + 4 = V56

Assim, calculando a area lateral, ou seja, das 6 faces laterais, e arredondando o resultado as décimas,
temos: o
AlateraIZGXPQXP5:6X4X \/56:24\/%%179,6

2.3. Como em cada uma das bases do prisma existem 6 vértices e sao escolhidos 2, o niimero de escolhas
possiveis em cada base é 5Cy, pelo que o niimero total de casos possiveis é 6Cy x 6Cy
O numero de casos possiveis é 6, correspondente as 6 faces laterais do prisma, compostas por quatro
vértices cada.

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, calculando a probabilidade de selecionar 2 vértices de cada
base e 0s quatro pontos pertencerem a mesma face lateral e arredondando o resultado as centésimas,

temos:
6

= ~003
602 X 602

p

3.1. Como existem 4 alunos de Espanhol, que devem ficar juntos na fotografia, existem P, = 44, = 4!
formas de dispor os 4 alunos em 4 posicoes adjacentes.
Da mesma forma, como existem 8 alunos de Inglés, existem Py = 8Ag = 8! formas diferentes de os
dispor em 8 posigoes adjacentes.
Como se pretende que os alunos da mesma disciplina fiquem juntos, independentemente da orde-
nadacao das disciplinas, existem 2 formas de colocar os dois grupos (o grupo de Espanhol na direita,
ou na esquerda), e assim o ntmero total de maneiras que se podem dispor os 12 alunos nas condigoes
descritas, é:

4! x 8! x 2 =1935360

Resposta: Opgao D
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3.2. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da escola, e os
acontecimentos:
I:<0O aluno estudar Inglés>
E:<0O aluno estudar Espanhol>
Temos que:

e como o numero de alunos que estudam Espanhol e Inglés é igual, entdo P(I) = P(F)

e como a probabilidade de um aluno estudar pelo menos uma das duas linguas é dada por
P(IUE) e como a probabilidade de um aluno estudar as duas linguas é dada por P(I N E),
logo PIUE)=4x P(INE)

Podemos ainda verificar que:

P(IUE)=P(I)+ P(E)— PINE) & 4x PINE)=P(E)+ P(E) -~ P(INE) &

& AxP(INE)+P(INE)=2x P(E) & 5x P(INE)=2x P(E) & P(IﬂE):%xP(E)

Desta forma, recorrendo a definicao de probabilidade condicionada vem que a probabilidade, de um
aluno estudar Inglés, sabendo que estuda Espanhol, é:

2
_pung) _3*PE 2
PulE) = P(E) ~—  P(E) =5 =04

O que corresponde a uma probabilidade de 40%

4. Como os coeficientes de reflexao, R, e o de absor¢ao A tém o mesmo valor numérico, temos que R = A

Como a luz transmitida, L, é igual a metade da poténcia da luz incidente, I, temos que L = 5

Assim, de acordo com as condigbes anteriores, temos que:

I
=IJ1-Ne & —=1-Ne® & - =1-))5e3

I
L=I1-RSe & = 57

2

N |

Visualizando na calculadora grafica o grafico da funcao Yy
f(x) = (1 —2)%e73%, e a reta horizontal de equagio

y=—,para0 <z < 1 (porque A > 0 e R < 1), reprodu-

zido na figura ao lado, e usando a fungao da calculadora
para determinar valores aproximados das coordenadas
do ponto de intersecdo de dois gréficos, obtemos o va- |
lor aproximado (&s milésimas) da abcissa do ponto de |
intersecao, ou seja, o valor comum aos coeficientes de !
absorcao e reflexdo do material: 0,075 0 F7075

N[ =

—Q-----0
~
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5. Como z = (cosx + isenx)'? = (e”)lo = 107 — ¢o5(10z) + isen (10z), temos que Im (2) = sen (10z) e

1
Re (2) = cos(10x), pelo que o valor de x € }0,1% { que verifica a condic¢ao Im(z) = 3 Re (2) é a solugao da

equagdo sen (10x) = 3 cos(10zx) que pertence ao intervalo }0,% [

Representando na calculadora grafica os graficos da Y

N

1
fungdes f(z) = sen(10z) e g(x) = - cos(10z), para
T 3 sen (10z)
valores de = € }O,E [, obtemos o grafico se reproduz

na figura ao lado.

Recorrendo & funcao da calculadora que permite
determinar valores aproximados de um ponto de in-
tersecao de dois graficos, determinamos o valor de x
(arredondado as centésimas):

|
|
: L
0] 0,03 A
z ~ 0,03 %cos(l()x) |

Resposta: Opgao B 6

6. Como o quociente de termos consecutivos de uma progressao geométrica é constante e igual a razao (r),

temos que:
a—+ 18 , a+6
= r e também que =r
a+6
Assim, igualando os quocientes e resolvendo a equacao em ordem a a, vem:
a+18 a+6
T8 _at e  ala+18)=(a+6)? & a®*+18a=a’+ 122+ 36 <
a+6 a  a#0Aa#—6

36
o a?—a?>+18a—12a =36 < 6a =36 < =7 © a=6

6+6 12

2
6 6

) a
Assim, como

=r, temos que r =

Desta forma, podemos calcular o primeiro termo da progressao, ui, recorrendo a férmula da soma dos 7
primeiros termos:
7 7
—r 1-2 1—128 —127
& 381 = uy X & 381 =wug X & 381 =wup X

S7:U1X

381
S 38l=u x 127 & ﬁ—ul S 3I=u

7. Analisando a figura podemos verificar que os pontos do plano que pertencem & zona representada a
sombreado, sao os pontos:

e que pertencem ao interior da circunferéncia (ou & circunferéncia) de raio 2 e centro no ponto de
coordenadas (0,0), ou seja, os pontos que satisfazem a condigao:

(x—02+(y—002<2? & 22 +y*><4

e cuja abcissa é inferior a —1 ou superior a 1, ou seja, cuja distancia ao eixo das ordenadas é superior
a 1, pelo que verificam a condigao:

r<—-1VvVz>1l<s|z|>1
Como os pontos verificam cumulativamente as duas condicoes, a regiao sombreada é definida por:
Pyt <4V jz[>1

Resposta: Opgao C
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Caderno 2

8.1. Pela observagao da condicao que define a reta r, podemos observar que um vetor diretor da reta é
i=(2,—1,0)
Podemos ainda verificar que um ponto que pertence a reta é o ponto de coordenadas P(—1,2,3), pelo
que podemos encontrar outro ponto (Q) que também pertence a reta, recorrendo ao vetor diretor:

Q=P+2u=(-123)4+2(2,—1,0)=(-1+4,2—-23+0) =(3,0,3)
E assim temos que uma equagao vetorial que define a reta r, é:
(ry.2) =Q+kikeZ & (vyz2)=(303)+k(2-10)keZ

Resposta: Opgao A

8.2. Considerando que:

e sen (g) =1, temos que arcsen(1) = g

3 1 ¢ 1 2
® COS —_— = — = €1MO0S que arccos | —— = —
1 2 4 2 3

E assim, vem que:

arcsen(1) + arccos o + I _sm + dm _Im
2) 2 3 6 6 6

Resposta: Opgao A

9. Simplificando a expressdo de w, como i° = i**1+1 =41 =, temos que:

2v/3 — /34° (2v3 —V/314) (1 — 24) 23 — V3 — 4v3i + 24/32

vt T, e - 20 + 12— (20)2
2v/3 — 5v/3i 4+ 23 x (—1) 2v/3 — 23 — 53 —5v/31 —5v/3i ,
=1+ i =1+ T 4(D) =t =+ — =1-3i

Escrevendo 1 — v/3i na forma trigonométrica (w = pe'®) temos:

e p=|wl=/12+(—V3)2=/1+3=V4=2

V3

o tgld = 4 =" 3; como senf < 0 e cosf > 0, 6 é um angulo do 4° quadrante, logo 6 = —g

Assim w = 2ei(7%) , e como w é uma raiz quarta de z, temos que:
x4 a4 s (4w
=t = (261(*5)) — (24(*5)) — 9t 4xi(=3) _ 1g0i(—%)

2km

4
; jJri)
Desta forma, as quatro raizes quartas de z, sdo: /z = V16 el< * /) ke {0,1,2,3}

E assim, para k£ = 1, obtemos a raiz quarta de z, cuja representagao geométrica pertence ao primeiro

quadrante:
4

i j 2m . 47 27 . 27 570 - s S
o5 () _ (542 _ i (35 +95) _ 90i(3) _ o(3)
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10.

11.

10.1. Organizando todos os produtos possiveis numa tabela, temos:

2&
1@ 011213
bola bola
0 -10(0]0
1 0|-1213
2 012|-16
3 013|6]-
Assim podemos observar que os valores que a varidvel X pode assumir sdo k =0,ouk=2,0uk =6
1
Pela observacao da tabela temos que: P(X =0) = =3 pelo que £k =0

Resposta: Opgao D

10.2. Resolvendo a equagao, temos que:

1n(£):3 S hnz—lne=3 < hnz—1=3 © hrx=3+1 < he=4< z=c¢*

(&

Por outro lado, calculando o limite da sucessao, vem:

1im(Un)zlim<n+ ) :hm<”+) :hm<1+> =k
n n n n

Assim, como a solucdo da equacdo é igual ao limite da sucessdo, temos que:

F=et o k=4

Resposta: Opgao D

Simplificando a igualdade, vem que:

Inb=4lna & lnb:ln(a4) & b=at

E assim, resolvendo a inequagao, temos:

1 1 4 4 4 332 4 .132 —4
amzlﬁ(:)axz(c#)w@arzcﬁ@xzf@x—szﬁ——720® >0
a>1 x x x x T
. - . x?—4
Determinando as solugoes da equacao =0, temos:

z2—4

X

=0 2?-4=0ANz#0 e ?=4rz40 0 2=tViANz#0 & 2=—2V =2

24
, para x # 0, vem:

x
Estudando a variacao do sinal de

T —00 —2 0 2 400
x?—4 + 0 — — — 0 +

T — — — 0 + + +
24 - 0 - n.d. - 0

2 _

Assim, como a® > br < > 0, para a > 1, temos que o conjunto solucao de a” > b &

C.S. =[~2,0[U[2, + o0
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12.

12.1. Resolvendo a equagao g(z) = 0 vem:

e considerando z < 0

23071
g(z) =0 < e4m —0e @ 1=0A40£0s @ =1A2£0 &

S2r=lnlANz#0& 2x=0Nz2#0 S x2=0A2#0
—_———

Cond. Imp.

Ou seja, se = < 0 entdo g(x) = 0 é uma equagdo impossivel (nao tem solugoes).

e considerando 0 <z <7

1
=0 —— =0« 1=0 A2- 2 0
9(x) 2 — sen (2x) . \dzl-’ sen (2z) #
ond. Imp.

Logo, se 0 < z < 7 entdo g(x) = 0 também é uma equagao impossivel (no tem solugdes).

Assim podemos concluir que a func¢do g nao tem zeros.

Resposta: Opgao A

12.2. Para averiguar se a fungéo g é continua em 2 = 0, temos que verificar se g(0) = lim g(z) = lim g(z)

z—0~ z—0+t
0) 1 1 1 1
[ ] = = — — —
g 2—sen(2x0) 2—sen0 2-0 2
. . 1 1 1 1 1
e lim g(z) = lim = = = ==
=0+ a—0+ \ 2 — sen (2x) 2—sen(2x0) 2—sen0 2-0 2

e lim g(z) = lim
z—0~ z—0—

(Indeterminagao)

e —1\ e¥0—-1 -1 1-1 0
4r ) 4x0 0 0 0
(fazendo y = 2z, temos que 4z =2y ese x — 0, entdao y — 07)

. eV —1 . 1 e¥—-1 1 Coev—1 1 1

= lim = lim (= X = lim - x lim =—-—x1==

y—0— 2y 2 Y y—0-2  y—0—- Yy 2 2
—_———

Lim. Notéavel

Como ¢(0) = lim g(z) = lim g(x), entao a fungdo g é continua em x =0
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12.3. Comegamos por determinar a expressdo da derivada da funcdo g, no intervalo ]0,7]:

o 1 " (1) x (2= sen(2z)) — 1 x (2 — sen (2z))’
/)~ ()

2 — sen

(2 — sen (2z))°

_ 0 x (2 — sen (27)) — ((2)’ — (sen (22))") _0- (0 — (2z)" cos(2x)) _
(2 — sen (22))° (2 — sen (22))?
_ - (—2cos(2z)) _ 2 cos(2x)
(2 = sen (22))° (2 — sen (22))°

Calculando os zeros da derivada, para = €]0,7], vem:

2 cos(2x)

m =0 & 2cos(22) =0 A (2— sen (22))> £0 < cos(22) =0 <

Condigao universal

k
& 2$:g—|—]€ﬂ',k‘€Z<:>$=%+7ﬂ-,/€€Z

Assim, temos que:

T T 27 T
oparak——l,m—z—g—Z—Z——Z (—4¢]037T])
T T T
e para k =0, x_Z_O_Z (Z E]Om])
T w T 27 3T 3
oparak—l,x—z+§—z+4—z <4€}0,7T}>
T 2w 9w 4w bmw 5
:2 = — _ = = _ = — -
e para k=2, x 1 + 5 =1 + 1 1 ( 1 §é]0,77])

Assim, temos que ¢'(z) tem dois zero em ]0,7] e estudando a variagao do sinal da derivada e relacio-
nando com a monotonia da fun¢do, vem:

T 0
2 cos(2x) n.d.
2 — sen (2x) | n.d.
J'(z) n.d.

g(x) n.d. — Max — min — Max

|
o4+ |o|¥

+ [+ |+

ol 4+ | o|~il
+

+ [+ |+

el e B

Assim, podemos concluir que a funcao g, no intervalo ]0,7]:

. . T . 3
e ¢ crescente no intervalo }O,Z} e no intervalo Z,ﬂ' ;

. . T 3T
e ¢ decrescente no intervalo T ;

. . 3r . .
e tem um minimo relativo para x = 4 cwo valor é:

g\ >4 | = = =5 = =
4 2sen( W) 2—Sen— 2—sen—7r 2-(=1) 3
4 2
e tem dois maximos relativos, para x = Z e para r = , cujos valores sao respetivamente:
™ _ 1 B 1 - 1 R S S
g (Z) - - o = = — =

™ ™
2-sen (2x ) 2- 2—sens 2-1 1
sen X 1 2 sen 1 sen 5

1 1 1 1

9 = s @) Z—sem(@r) 30 3

€5
Pagina 8 de |§| mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios

13. Sendo Dy =]0,7[, e a funcao f ¢é continua (porque é o quociente de funcdes continuas), entdo como 1 € Dy

14.

™ T , . [
e €Dy¢,logor=1lex= 5 Ddo sdo assintotas verticais do gréfico de f

Averiguando se x = 0 e z = 7w sdo assintotas verticais do grafico de f, temos:

lim 1
e lim f(x)= lim ( ) = lim L _esor 1 1
20+ a—0+ \senz/ a0t SO lim 22 E 1
T o0t T
—_——

Lim. Notével

Logo, a reta definida pela equagao z = 0 nao é uma assintota vertical do grafico de f

e lim f(z)= lim (

x ) ™ ™
T T—T

= = —_—— —"—OO
sent— 0t

senx

Logo, a reta definida pela equacao x = m é uma assintota vertical do grafico de f

Resposta: Opgao B

Determinando as coordenadas dos pontos P e @), em funcao de a sao, respetivamente P(a,h(a)) =P (a,
a

In(2a)

e Q(?a,h(Qa)) =Q <2a, >, temos que o declive da reta PQ é dado por:

In(2a) Inae In(2a) 2Ina  In(2a) —2lna , In (2‘21> In <2)
2a a 2a 2a 2q In(2a) —In (a?) _ at) _ a

mPQ = 2a —a - a - a - 2a2 T 22 2q2

De acordo com a sugestao, o tridngulo da figura é isésceles quando a reta PQ é paralela a bissetriz dos
quadrantes impares, ou seja, se tem declive igual a 1.

"(2)

Assim, o tridngulo ¢ isésceles se: mpg =1 & 52 = 1
a
Desta forma, provar que existe pelo menos
1 C.A.
um valor de a € [2,1 a que corresponde um
tridngulo isésceles, é equivalente a mostrar In 2
2 1
1 In4 In4

que, dada a fungao f(z) = 5 926 , definida | f <2> = 21 5 = T=71 —2In4

x Y -

1 1 2 x )

em {2,1] , existe a € [2,1} , tal que f(a) =1 2 2

Como e < 42, vem:
e<4? & Ine<n(4?) & Ine<2mn(4) & 1< 2In(4)

Como a funcao f resulta de operagoes Ou seja: 1<f<1>
' 2

. . 1
sucessivas de funcoes continuas em {271 , €

uma funcao continua, e, por isso, também é | (2)
1 n| -
continua em [2,1 . 1) = 1 _ In2
2 x 12 2

n Logo, como 2 < €2, vem:
Como - < 1 < 2In4, ou seja,
2

1 2<e? & In2<In(e?) & n2<2lne &
f) < 1 < f(=), entdo, podemos
2 In2 2lne In2 2x1 In2
concluir, pelo Teorema de Bolzano, que © 5 < T 5 5 T 5 <1
1
existe a € ] 5,1 [ tal que f(a) = 1. Ou seja: f(1) < 1
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