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CaADERNO 1

1.1. Consideremos a seguinte figura:

¥

A variavel aleatoria X tem distribuicdo normal de valor médio 2 e desvio padréo o, pelo que:
P(,u—20'< X <,u+20')=0,9545

Logo, P(X <y—20)=%=0,02275, peloque P(X > u—20)=1-0,02275=0,97725~0,977..

Resposta: C

1.2. Tem-se que ACB =180°—81°-57°=42° . Assim, pela Lei dos senos, vem que:

sen(AéB) _sen

AB AC AB

—

ABC) o, Sen(42°) _sen(81°) a5 _ bsen(42°)

< ABxsen (81°) =5sen(42°) < AB = sen(819) ~3,39

Resposta: C
2. Sejam B e F os acontecimentos:

B : «o atleta escolhido pratica basquetebol» e F : «o atleta escolhido pratica futebol»

Pelo enunciado tem-se que P(B)z%, P(F)z%@ P(If)zg e que P(I§|If):

Dlw

Para mostrar que existe pelo menos um atleta que pratica as duas modalidades, basta mostrar que P(B NF)>0.
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(o8]]

Tem-se que P(I§|If):§<:>P(—

Mas, P(BF)=P(BUF)=1-P(BUF)=1-(P(B)+P(F)-P(BNF)), pelo que:

P(gmlf)zi<:>1—(P(B)+P(F)—P(BmF))z%Ql—%—ng P(BmF)z%@

©Z+P(BmF):i<:>P(BmF):i—g<:> P(BmF):i
5 20 20 5 20

Portanto, como P(B M F) >0, existe pelo menos um atleta que pratica as duas modalidades.

3.1. Para o primeiro caracter temos cinco hipoteses, uma das cinco vogais. Para os restantes trés caracteres temos de
escolher trés algarismos entre os nove disponiveis. O nimero de maneiras de o fazer é °C,. Para cada uma destas
maneiras, 0s trés algarismos escolhidos permutam entre si de 3! maneiras distintas.

Logo, o nimero de codigos nas condigdes do enunciado & 5x°C, x3!=5x°A, = 2520

Resposta: D

3.2. O nlimero de casos possiveis & 14*, pois para cada caracter existem catorze hipoteses.

Para o numero de casos favoraveis temos de contar todos os codigos de quatro algarismos distintos cujo produto
impar. Para que esse produto seja impar é necessario que todos os algarismos escolhidos sejam impares. Assim, dos

cinco algarismos impares escolhem-se quatro; o nimero de maneiras de o fazer é °C,. Para cada uma destas
maneiras, 0s quatro algarismos escolhidos permutam entre si de 4! maneiras distintas. Logo, o nimero de casos
favoraveis & °C, x41="A,.

5

A
Portanto, a probabilidade pedida € dada por 144 ~0,003.

4

4.1. As coordenadas do ponto P sdo da forma P(l, 3z, ) com z, <0. Assim, como o ponto P pertence a superficie

esférica dada, vem que:
(1-1)" +(3-2)" +(2, +1)" =10 2 0+1+(z, +1) =10 = (z, +1)’ =9 = 2, +1=+0 =

&2, +1=-3 v 7, +1=3<2,=-4 v 2,=2
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Como z, <0,vemque P(1,3,-4).

Um vector director da recta r é F(4,1, —2), pelo que um vector normal a um plano perpendicular arectar é 7 e

portanto, uma equag&o do plano perpendicular a recta r que contém o ponto P é:

4(x-1)+1(y—-3)-2(z+4)=0<4x—4+y-3-22-8=0<4x+y—-22-15=0
4.2. Tem-se que C(l, 2, —1) e A(1,2,1) , pois A é o simétrico de C em relagao ao plano xOy.

A amplitude do angulo AOC é igual & amplitude do &ngulo entre os vectores OA e OC, pelo que:

OA-OC (1,2,1)-(1,2,-1) 1x1+2x2+1x (-

Aol sl ie 31 7 e 7o (o

cos(AéC) cos(OA OC)

L+a-1
CJ6x6

ml-b
wlN

Portanto, cos(AéC) = % = AOC = arccos(%j ~ 48°

i) OA=A-0=(121)-(0,0,0)=(1,21) e OC=C-0=(12,-1)-(0,0,0)=(1,2,-1)

5. A distancia de mercurio ao Sol quando o angulo « aumenta para o triplo é dada por d (Sa). Assim, pretende-se
determinar o €[0,20°] de modo que d (3e)=d(«)—0,03d(a) <> d(3a)=0,97d ()
555 0,97 x 555

Assim, d (3xx)=0,97d () < d (3cr)~0,97d () =0 - 0
m, d(3a) (o) < d(3r) (@) =0 102 06005(3a) 10-2,06c05

Recorrendo ao editor de fungdes da calculadora, define-se y, = d (3a)—0,97d () najanela [0,20]x[-5,5]:

Yi
y=d(32)-0,97d(a)

a~10° 20°
T

Assim, d(3cr)—0,97d(a)=0<a=a, com a~10°.
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6. Afuncdo f' é derivavel em }0%{ pelo que, como o grafico de f tem um Unico ponto de inflex&o, a sua abcissa

sera necessariamente o zero da segunda derivadade f, f".

Assim, como f"(x)=(3x—tgx) =3——=—,vem que:
COS” X
, 1 . 1 1 1
f'(x)=03-———=0———=3<cos’x== = COSX = —= => X =arccos| —= |~ 0,96
COSs™ X COs™ X 3xg}0%[:cosx>0 \/§ \/§
Resposta: D
7.Sejar, com r e R, arazdo da progresséo aritmética (u,, ). Tem-se que:
. u3=u1+2r©u1=u3—2r%u1:4—2r
= U, =U; +9r < Uy, =4+9r
Portanto, como S,, = Uy * Uy x12, vem que:
512=174®wxu=174@(7r+8)x6:174@7r+8=%@7r=29—8@r:271®r=3

Logo, como o termos geral da progresséo aritmética (un) é dado por u, =u, + (n —3)>< r,vem que:
u,=4+(n-3)x3=3+3n-9=3n-5
Vejamos entéo se existe um ne N tal que u, =5371:

u, =5371<:>3n—5=5371<:>3n=5376©n=&376<:>n=1792

. 5371 é o termo de ordem 1792 da progressao aritmética (u, ).

8. Considerando z. o nimero complexo cujo afixo € C, z. e z sdo raizes de indice 5 de um certo nimero complexo,

pelo que z° =(z. ).

Mas z. =-1 e portanto z° =(z. )" =(~1)’ =-1.
Resposta: A
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CADERNO 2

9.1. Vamos comegar por representar a regido admissivel deste problema de Programacé&o Linear:

Ya

c(0,10)

B(5.5)

X+y=10y=-x+10

A(5,0) -
(0] 5 X

Tem-se que:

* x=0—->0+y=10< y=10=C(0,10) ; a recta de equagéo
X+ Yy =10 intersecta o eixo Oy no ponto C(0,10)

= X=5-55+y=10y=5= B(5,5) ; as retas de equagdes

X+y=10 e x=5 intersectam-se no ponto B(5,5)

Para L=0, tem-se que 0=3x+5y < y:—gx. A reta de equacéo yz—gx, reta de nivel 0, ndo é paralela a

nenhum dos lados do poligono [OABC] e portanto a solugdo 6ptima deste problema é atingida num dos seus vértices.

Assim:

Vértice

L=3x+5y

A(5,0)

L=3x5+5x0=15

B(5,5)

L=3x5+5x5=40

c(0,10)

L=3x0+5%x10=50

.. O valor maximo que a fungéo objectivo alcanca na regido admissivel dada pelo sistema é 50.

Resposta: B
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9.2. Tem-se que:

- F,F, =2c (distancia focal), pelo que FF, =12 <>2c=12<>c=6
» PF, + PF, = 2a (eixo maior), pelo que PF, +PF, =20 < 2a=20<a=10

= a’=b*+c* < 10° =b* +6° <100-36=h’ = b*=64

2 2
A equacdo reduzida da elipse é da forma % + g—z =1, sendo a 0 semi-eixo maior e b 0 semi-eixo menor. Assim, como
X2 y2
a’ =100 e b? =64, a equacao reduzida da elipse ¢ — +2—=1.
100 64
Resposta: B
10. Tem-se que i*® =i =i? xi® =" xi% xi =(i“)3><(—1)><i=13><(—i)=—i,peIo que:
2-i) +1+i —4j+i? i —3i— — 3 i
Z=( ) LT s A4+ _+1+|+3><(—i):4 3i i_+i—3i:4 3_'><1+2!—3':
1-2i 1-2i 1-2i 1-21 1+2i
i 2 . .
=4+8| 3i 26| 3 i=4+5l_t6— '=1O+5|—3i=2+i—3i=2—2i
1’ —(2i) 1-4i

1 1 . =
Logo, —=xZ =—=x(2+2i)=-1-i
90, —> 5 (2+2)
Escrevendo —% x Z na forma trigonométrica vem:

:|—1—i|=4/(—1)2+(—1)2 =1+1=2

1 _
——XZ
2

=sendo & um argumento de —%xf,tem-se tgﬁz_—izl,com 0e3.°Q, pelo que 6’:%+7r=57”.

57
Logo, —%xfz—l—izﬁe 4
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11. A recta r é tangente a circunferéncia de centro na origem no ponto A, pelo que é perpendicular a recta OA:

Ya

A(21)

-

=-2.

Como OA= A-0=(21)-(0,0)=(2,1), pelo que m, =% e portanto m =— !

mOA

NP~

Logo r:y=-2x+b, sendo b a sua ordenada na origem. Como o ponto A pertence a recta r, substituindo-o na sua
equagdo,vem 1=-2x2+b<b=5.

Resposta: B
12.
12.1. Fazendo a intersecgao dos trés planos, vem que:
y=-X X=-Y X=-Y X=-Y
y=2 oy=12 oy=12 Sy=12 — Sistema impossivel
2x+3y-z-1=0 [2(-y)+3y-y-1=0 |=29+29-1=0 |-1=0(P.F.)
Logo, a intersecgéo dos trés planos é o conjunto vazio.
Resposta: D

12.2. Tem-se que:

N |

Iim(n+5jgzlim M | _ |im(1+i)n 2= Iim(hgjﬂ =[ijz=(e“);:(e“);=e2

A ) U Cd)) (et

Resposta: D
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13. Tem-se que:
* D={xeR:x+1>0 A 8-x>0}={xeR:x>-1 A x<8}={xeR:-1<x<8}=]-18]
= Neste dominio, tem-se:

log, (x+1)<3-log,(8-x) < log,(x+1)+log,(8—x)<log,(2°) < log, ((x+1)(8-x))<log,8 <

3:Iogz(23)
S8x—-X+B-x< B <=Tx—x*<0
Calculo auxiliar: 7x—x*=0<X(7-X)=0<x=0 v 7-x=0<x=0 v x=7

Assim, como a fungdo y=7x—x* é quadratica e o seu grafico, que € uma parabola, tem a concavidade voltada para

baixo, 0 conjunto solugao da inequagdo 7x —x* <0 é ]—o0,0]\U[7,+oo| :

/N
/NS

Como o dominio de validade da inequacg&o é ]—1,8[ , fazendo a intersecgdo vem:

<y

‘ . —

10 7 8

v

. O conjunto solugao da inequacéo dada é (]—oo,o] u[7,+oo[) n]-18[=]-1,0]u[7,8].

14.
e’ 1

14.1. Tem-se que f(0)=3+ =3+i=3+1=4,peloque:
34 e” 4 e e*-1+x [9)
_ X _ 0
£1(0)=tim =IO iy T Lo T g Lex i € LS

x—0 X—0 x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X(l—X)
e -1 X e -1 1 1 1

=lim +1lim =lim x lim + =1x +1=1+1=2
>0xX(1=Xx) 0 X (1-x) 0 x x0l-x 1-0 ~ 1-0

Limite notavel
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14.2. Tem-se que:

e lim ()= lim |3+ 2 |=3+0im & =3+ ¢ _3, 0 _3, 9 _3,0-3
X—>—0 X—>—00 1—X x—>-0]—X 1_(_00) 1+ +00

Logo, a recta de equagdo y =3 ¢ assimptota horizontal do grafico de f , quando x — —co.

In(x*)+2
- lim f(x)= i M2 a2 2ink 2 g I 20

X—>+0 X—>+0 X X=1=>x>0 X+ X X+ X X—+0 ¥ X—+0 Y + 00

Limite notavel

Logo, a recta de equagdo y =0 ¢ assimptota horizontal do grafico de f , quando X — +co.
14.3. Tem-se que ( fo h’l)(2) =f (h’l(Z)).
Assim, como h(x)=2<> x+1=2<>x=1,vemque h(1)=2<h™(2)=1 (h teminversa, por ser bijectiva)

In(12)+2

Logo, (f<h™)(2)=f (h(2))= f (1)=———

=In1+2=0+2=2.

Resposta: C

15. Uma reta tangente ao grafico de g num dado ponto tem declive maximo, se na abcissa do ponto a derivada de g
tem um maximo absoluto. Tem-se:

= g'(x)=2cos X+ 2sen x(sen x)' =2C0S X +25€en XCOS X =2€0S X +sen (2X)
=sen(2x)

. g”(x)=—Zsenx+(2x)'cos(2x)=—25enx+2(:os (2x)
» 9"(x)=0<—2senx+2c0s(2x) =0 <>2c0s (2x) =2sen X <>Cos (2x) =sen x

T
Como senx = COS(E - Xj , vem que:

cos(2x) =sen X <> cos(2X) =cos| = —x | <> 2x =2 —x+2kz v 2x=—2+x+2kz, keZ
2 2 2

o3x=Z 42kt v X=—Z+2k7r, keZ©X=z+2k—” v X=—£+2k7z, keZ
2 2 6 3 2
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Assim,
-se k=0,entio x=2 v x=-2; Zefor] e -Z¢[0,7]
6 2 6 2
=se k=1, entdo x:£+2—”=5—” v x:—£+27z=3—”;5—”e[o,7z] eS—”e[o,n]
6 3 6 2 2 6 2
=se k=2, entdo x=£+4—”=3—”; 3—”e[o,ﬂ] *se k=—1, entdo x=£—2—”:—£; ~Z¢[0,7]
6 3 2 2 6 3 2 2
" . ~ T 5r
Portanto, os zeros de g” que pertencem ao intervalo [0, 7] séo 5 e -

Recorrendo a uma tabela de variagdo do sinal de g”, vem:

T 57
X 0 E ? T
9"(x) + + 0 ~ 0 + +

g’ min. ya MAX. N min. ya Max.

Assim, como:
g’(%) = 2003[%}+sen(%] = 2xﬁ+ﬁ =% e g'(r)=2cos(z)+sen(27)=2x(-1)+0=-2

33 33

0 maximo absoluto da fungéo ¢’ é — pelo que o declive darectaré —.

Nota:

= tem-se que Z e 5,5—” eqg" Ej:—ZSen(ﬁ +2cos[2><z =—2x1+2c0s(7)=-2+2x(-1)=—4=¢" zj<0;
2 6 6 2 2 2 2

= tem-se que oe[o,%[ e g"(0)=—-2sen(0)+2cos(0)=-2x0+2x1=2=9"(0)>0;

= tem-se que ﬂe}%,ﬂ} e g"(z)=—2sen(z)+2c0s(27)=—2x0+2x1=2=>9"(0)>0.

FIM
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