Prova Escrita de MATEMATICA A - 12° Ano
2018 - 2% Fase

Proposta de resolucao

Caderno 1

1.1. Como P(u—20 < X < p+ 20) = 0,9545, logo como (P(X < p—20) = P(X > p+ 20), temos que:

1—0,9545
PX<p—20)= — s \
. 1-0,9545 | 1-0,9545
E assim, vem que: —s [ e
|
1—0,9545 ! ] N
P(X >pu—20)=1-P(X < p—20) =~ 1—# ~ 0,977 w—20 H pu+20 x

Resposta: Opgao C

1.2. Como a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°, vem que:
ACB =180 — ABC — BAC = 180 — 81 — 57 = 42°

E assim, calculando o valor de AB recorrendo & Lei dos senos, e arredondando o resultado as
centésimas, temos que:

AB sen ACB 1°  send2° sen 42°
seniC:seniC - sen 8 :beL - AB:5><ben — 4B ~ 339
AC AB 5 AB sen 81°

Resposta: Opgao C

2. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um atleta do clube, e os aconte-
cimentos:
B:<O atleta praticar basquetebol»>
F:<0O atleta praticar futebol>

TemosqueP(B):%;P(F):%eP(§|F):%
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos: FlF
oP(F)=1—P(F)=1—§:§ B %

e P(BAF)=P(F) x P(BIF) =3 x 5 = A IR
- — — = 4 9 16 —9 7 2 3
oP(BﬂF):P(B)—P(BﬂF):5—7202 50— 20 E E 1

— 2 1
oP(BﬂF):P(F)—P(BﬂF):g—%:%

Desta forma, como P (BN F) > 0, temos que, existe pelo menos, um atleta do clube que pratica as duas
modalidades desportivas.
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3.1.

3.2.

4.1.

Como existem 5 vogais, existem 5 hipdteses para o primeiro digito do cédigo.
Para os restantes 3 digitos do cédigo existem 9 algarismos disponiveis, e como os algarismos devem
ser todos diferentes, para as restantes 3 digitos existem ? A3 escolhas diferentes.

Assim, nas condicdes do enunciado existem 5 x ? A3 = 2520 niimeros.

Resposta: Opgao D

Como existem 14 caracteres diferentes e nos codigos possiveis sao constituidos por 4 caracteres, even-
tualmente repetidos, entao o niimero de cédigos diferentes que é possivel formar, ou seja o niimero
de casos possiveis, é 14 A, = 14*

Para que um cédigo seja constituido por quatro algarismos diferentes cujo produto seja um nimero
fmpar, deve ser constituido s6 por algarismos impares, pelo que existem 5 algarismos (1, 3, 5, 7 e 9),
que podem ser colocados em 4 posicoes, cuja ordem é relevante e sem repeticdo. Isto é, existem ®A,
casos favoraveis.

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, calculando a probabilidade de selecionar um cédigo nas
condigoes do enunciado e arredondando o resultado as milésimas, temos:

5A4 5x 4

Como o ponto P tem abcissa 1 (xp = 1), e ordenada 3 (yp = 3), substituindo estas coordenadas na
equagdo da superficie esférica, calculamos a cota (zp):

(zp—1)+(yp—2)2+(2p+1)2 =10 & (1-1)2+(3-2)*+(2p+1) =10 & 0*+ 1>+ (2p+1)* = 10 &

o (z2p+1)?2=10-1 2p+1=%V9 & 2p=—143 & 2zp=—-4 V zp =2

Como a cota do ponto P é negativa, as coordenadas do ponto P sao (1,3, —4)

Como o plano é perpendicular & reta r, vetor diretor da reta (v = (4,1, — 2))
é um vetor normal do plano, e assim a equagao do plano é da forma:

dr+y—224+d=0

<y

E como o ponto P pertence ao plano, podemos determinar o valor do parametro
d, substituindo as coordenadas, na equacao anterior: |

A1) +3-2(-4)+d=0 < 4+3+8+d=0 < 15+d=0 < d=—15

E assim, uma equagao do plano que passa no ponto P e é perpendicular a reta r, é:

dr+y—22—15=0
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4.2. Como a superficie esférica tem de equacao
(=124 y-22+(z+1)2=10 & (- 1>+ (y—2)>+ (2 — (-1))* =10

As coordenadas do centro sdo C(1, — 2, — 1), pelo que as coordenadas do ponto A sdo (1, —2,1)
Assim temos que, como O é a origem do referencial OA = (1, —2,1) e OC = (1, — 2, — 1), pelo que:

’ﬁ” = VI F (22 2=I+d+1=+6
‘o—éH = V1Tt (224 (12 =yITd+1=16

E assim, recorrendo a férmula do produto escalar vem:

sy 0A.0C  (1,-21).(1,-2,-1) 1+4-1 4 2
O e e

Logo, a amplitude do angulo AOC, em graus, arredondado as unidades, é:

AOC = cos™! (;) ~ 48°

5. No primeiro instante considerado a amplitude do angulo ASM é a, e a distancia de Mercirio ao Sol é

dla) = ————
10 — 2,06 cos «
Relativamente ao segundo instante considerado, a amplitude do angulo ASM é trés vezes maior, ou
555
ja, 3a, distanci tiva é d(3a) = ———————
seja, 3a, e a distancia respetiva é d(3«) 10 _2.06cosa

Ainda relativamente ao segundo instante considerado, como a distancia do planeta Mercirio ao Sol dimi-
nuiu 3%, é igual a 97% da distancia anterior, ou seja:

555 555

d(3a) =097 x d =097TX —
(8a) =097 xd(e) < 15556 o @ay ~ T X 02060050

- 10 — 2,06 cos o — 0.97 x @ - 10 — 2,06 cos
10 — 2,06 cos(3a) 555 10 — 2,06 cos(3a)

= 0,97

Visualizando na calculadora grafica o grafico da
10 — 2,06 cos x Y

=10= 3,06 cos(32)” e a reta horizon- 1
tal de equagao y = 0,97, para 0 < & < 20 (porque I
« estd compreendido entre 0 e 20 graus), repro- 0,97
duzido na figura ao lado, e usando a funcao da
calculadora para determinar valores aproximados

das coordenadas do ponto de intersecao de dois
graficos, obtemos o valor aproximado (as unida-

des) da abcissa do ponto de intersegao, ou seja:

funcao f(x)

T

o~ 10°

W
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6. Como a abcissa do ponto de inflexao é o zero da segunda derivada da fungao, comegamos por determinar
a expressao da segunda derivada:

'@ = (F'@)) = (o —tga) = (o) —(tga) =3—~0— =3 L Y

cos? x cos? x 1 "

W

Representando na calculadora grafica o grafico da funcao f”, para 0
™ . ~

valores de z € |0,— [, (reproduzido na figura ao lado) e usando a fungao

da calculadora para determinar valores aproximados dos zeros de uma

funcdo determinamos o valor (aproximado as centésimas) do zero da

0,96 3
|
|
|
|
|
l
|

funcao f” |
|
|
|

Assim, temos que a abcissa do ponto de inflexao do grafico da
funcao f, aproximado as centésimas, é 0,96

Resposta: Opgao D

7. Como o terceiro termo da progressao aritmética é 4, designado a razao por r, temos que:

ceus=4 & u+@B-1)xr=4 uy+2r=4< u=4-2r
e upp=u;+(12—1) xr=wuy + 11r

e a soma dos 12 primeiros termos é:

11 12
512:%x12:%><12:(4—2r+4—2r+11r)><?:(8+7r)><6

Como a soma dos doze primeiros termos é 174, temos que:
174 21
Si2=174 & 8+7Tr) x6 =174 & 8+7r:? & r=29-8 & r=— e r=3

Assim, vem que:

o u =4-2x3=4-—6=—2
e u,=ur+(n—1)xr=-24+3(n-1)

E assim, resolvendo a equagao u, = 5371, vem:

5376
U, =5371 & —2+4+3(n—1)=5371 & 3n—-3=5371+2 & 3n=5373+3 < n:T < n=1792

Como a solugao da equagdo é um nimero natural, entdo 5371 é o termo de ordem 1992 da sucessao (uy,),
ou seja, uj7gg = 5371

8. Como a circunferéncia tem raio 1, e o ponto C pertence ao semieixo real negativo, designado por w o
nimero complexo cujo afixo é o ponto C, temos que w = —1

Como z e w sao ambos raizes de indice 5 do mesmo nimero complexo, temos que:
25 =w’ = (-1)°= -1

Resposta: Opgao A
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Caderno 2

Y
9.1. Representando a regiao admissivel, de acordo com as
restrigoes apresentadas, reproduzida na figura ao lado, 1(3\
e retas com o declive igual & reta definida pela funcao N
objetivo: - \\\
3 L .
L=3x+by & 5y=-3z+L & y=—x+ — Sl >
) 5 1. S r=5
Podemos verificar que o méximo é obtido no vértice de \\\\ N
coordenadas (0,10). Assim, substituindo as coordenadas A N y=—x+10
deste ponto na fungao objetivo, temos: ~. L
L =3(0) +5(10) = 0+ 50 = 50 el
Resposta: Opgao B = = >
O ~~_ 5 x

9.2. Como a F1 F5 = 12, ou seja a distancia entre os focos é 2c = 12, entao a distancia dos focos ao centro

da elipse é: L

R 12

‘T2 T T

Como a soma das distancias aos focos de qualquer ponto da elipse é igual ao comprimento do eixo
maior (2a), temos que:

6

_ 20
2a = PFy\ + PFy, & 2a=20 & a:? < a=10

Assim podemos calcular o comprimento do semi-eixo menor (b), sabendo que a? = b? — ¢
=0 -c & 10°=p"-6> & 100=1>"—36 < 100 — 36 =b" < 64 =0

Assim, temos que a equacao da elipse centrada na origem e com os focos sobre o eixo Ox é dada por:
z* + v 1 j dicoes d iad z* + ’ 1

— + % = 1 ou seja, nas condigoes do enunciado, — + == =

a2 ) ¢ 100 © 64

Resposta: Opgao B
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10. Simplificando a expressdo de z, como i'° = #¥3+3 = {3 = —_ temos que:
(2—i)?4+1+i g5 4—2x2i+i3+1+i N A—di—1+1+i
-2 1—2i +3(=9) 1—2i !
4—3i . (4-30)(1 4+ 29) . 4+ 8i— 3i — 672 2 445 —6(—1) y
= —di=—x 3= —3i=———~ — 3l =
1—24 (1 —2¢)(1 +20) 1+ 20 — 20 — 442 1—4(-1)
445i+6 10 + 5i
S U i NP o U VIR SIS VR Y
144
Assim, vem que Z = 2 + 2i, pelo que:
1 1
-3 xE:—§ X (242i)=-1—1
1 _ . L 0
Escrevendo —5 X Zna forma trigonométrica (pe') temos:
o p=lz| = /(12 +(-1)2=VIF+1=+2
-1 )
o tglh = = 1; como senf < 0 e cosf < 0, 8 é um angulo do 3° quadrante, logo 8 = 7 + g = Zﬂ
. 1 _ i(%F)
Assim —3 Xz = /2e\ 1
11. Como a tangente é perpendicular ao raio, a reta r é perpendicular y
a reta OA, ou seja, declive da reta r é o simétrico do declive da N
reta OA
Calculando o declive da reta OA, temos:
o _ya—yo _1-0_1
O T sa—z0 2-0 2
Assim, o declive da reta r, é: T
1 1
m’l" = — = —— = —2
moa 1
2
Logo a equagdo da reta r é da forma y = —2x + b pelo que, substituindo as coordenadas do ponto A na

equacgao da reta, podemos calcular o valor de b, ou seja, da ordenada na origem:
1=-2%x24+b & 1=—44+b & 14+4=b & 5=D
Resposta: Opgao B

12.

12.1. Para averiguar a existéncia de pontos que pertencam simultaneamente aos planos a, 8 e 7y, ou seja,
que pertencam a intersegao dos trés planos, resolvemos o sistema seguinte:

Yy=-—x r=-Yy r=-Yy r=-y
y==z S 2=y < 2=y S NE=Y
20 +3y—2z—1=0 2(-y)+3y—y—1=0 —2y+2y=1 oy=1

Como a equagao Oy = 1 é impossivel, o sistema é impossivel, ou seja, nao existem pontos que per-
tencam aos trés planos, ou seja, a intersecao dos trés planos é o conjunto vazio.

Resposta: Opgao D
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12.2. Calculando o valor do limite, vem que:

. <n+5>g
lim
n+1

n 1

o
n (1 + 5)
lim n lim

_ n
1

n(1+1> 1+ —
n n

I
7N
@ ‘ ¢
- (o3
N~
[N

Resposta: Opgao D

13. Resolvendo a inequagao, como 3 = log, 8, temos que:
logy(z + 1) <3 —logy(8 —x) < logy(z + 1) +1ogy(8 — ) <3 & log, ((z4+1) x (8 —x)) <log,8 &
S @+)B8-2)<8 e 82—’ +8-2<8 & Tr—2°<8-8 & Tx—2<0 < 2(7-2)<0
Mas como a expressao logy(z + 1) < 3 —logy(8 — x) s6 estd definida se:

r+1>0AN8—zz>0< rx>-1A8>r < xrx>—-1ANx<8

Ecomoz(7T—2)=0< =0V 7—2=0< =0V 7=z, podemos estudar o sinal de z(7 — ), para
os valores de x definidos, recorrendo a uma tabela:

-1 0 7 8
n.d. 0 + + + n.d.
7T—x n.d. + + 0 - n.d.
z(7—2z) | nd. 0 + 0 - n.d.
Pelo que o conjunto dos nimeros reais que sdo solugoes da inequagao é: | — 1,0[U]7,8]
14.
14.1. Recorrendo a definicao de derivada num ponto, temos que:
e e’ e 1
3+ — <3 + ) 34 _3_=
0 1-— 1-— _
70) = im 2@ =SO ‘ 0 _ 1=z L
z—=0 X — z—0 x z—0 T
e* e* 1—x e —(1—ux)
- 1 _ T—(1- 0
= lim 11—z = lim l1-z 1-=z _ lim 11—z = lim ¢ ( z) — (Indeterminagao)
x—0 x z—0 x z—0 X x—0 :L’(]_ — :E) 0
. e’ — (1 —ux) I e’ —1+xa . e’ —1 x
= lim im = lim =
2—0 z(l — ) =0 z(1—2) 220 \z(1—2) z(1-2)
. e —1 1 1 Loer =1 1 . 1
= lim X + = lim x lim + lim =
z—0 x 11—z 1—=z z—0 X 201l —2x 201 —2x
Lim. Notéavel
1 1
=1x +—=1x14+1=2

1-0 1-0

©i
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14.2. Para averiguar a existéncia de assintotas horizontais vamos calcular o limite da funcao quando
r — —00 e quando x — —o0:

o lim f(z)= lim <3+16 ): lim 34+ lm —— =3+ =

Z——00 Z——00 — z——00 T——c0]l — 1 1—(—00)
ot ot
=3+ =34+ —=3+0=3
1+00 400

Como lim f(z) =3, a reta de equacao y = 3 é assintota horizontal do gréfico de f
Tr—r—00

In(z?) + 2 In(z2 2 In (22
o lim f(z)= lm REIF2 <H<f>+> ~ i 0ED o 2
Tr—r+o0 r— 400 x Tr—r+o0 xX X r—+400 X x—+oco
. 2lnx 2 . Inz . . Inx
= lim +—=1lm [2Xx — ] 4+0= lim 2x lim — =2x0=0
r—+o0o I 400 T—+00 T T—+00 z—+o0o I

Lim. Notavel

Como hIJIrl f(x) =2, a reta de equagdo y = 0 também é assintota horizontal do gréfico de f
r—r+00

14.3. Considerando a funcao h, podemos observar que:
h(1)=1+1 & h(1)=2 < L }(2) =1

E assim, vem que:

Resposta: Opgao C
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15. Como o declive da reta tangente ao grafico de g em cada ponto é dado pela funcao derivada, comecamos
por determinar a expressao de ¢':

g (z) = (2sen:v + sean)/ = (2sen33)l + (sen2sc)l = 2cosx + (sena: X sen:zc)/ =

/ /
=2coszx + (Senx) X senx + senx X (senx) =2C0ST 4+ CoST X Senx + senx X cosr =
=2cosx + 2 X senx X cosx = 2cosx + sen (2z)

Como o maximo de uma fungao corresponde a um zero da funcao derivada, vamos determinar a expressao
da fungao derivada da funcao ¢, ou seja g”, para determinar o declive maximo:

¢"(x) = (¢' () = (2cosz + sen (2z)) = (2cosx) + (sen (2z)) =2 x (—senx) + (22)" X cos(2z) =
= —2senx + 2z cos(2x)

Calculando os zeros da derivada, no dominio da fungéo ([0,7]), vem:

—2senz + 2cos(2x) =0 < 2cos(2z) = 2senz < cos(2z) = senw &

sena::cos(%fzr)
™ ™ ™
& cos(Qx):cos(i—x) & 2x:§—x+2k7r Y% 2x:—(§—x>+2k7r,k€Z &

& 2x+x:g—|—2kwV2x:—g+x+2k7r,k;€Z & 3x:%+2k7rV2x—x=—g+2k7r,kEZ(:>

T 2km T
==+ — =——+2km, k€ Z
= 6+ 3 V x 2—1— NS

Como se pretende identificar os valores de € [0,7], atribuindo valores inteiros a k para identificar as
solugdes no intervalo definido, temos:

s T T
Ok—0—>x—g\/x——§ (—5 [0,77])
T 27 T 4m 5m s T 4m 3T 3
™ 4nm 9w 8rv 9w 3w ™ 3 T
* B T A S B A S <2¢[’7T] M 2¢[’”]>

5
Assim, as solugoes da equagéo g’ (z) = 0, que pertencem ao dominio da fun¢ao, sdo % e %, pelo que

Estudando a variacao do sinal da derivada de ¢’, e relacionando com a monotonia do declive, vem:

5T
G ™

O | o

g’ (z) | + + - 0 + +

¢(x) | min | — | Mix| T~~~ |min| — | Méx

Assim temos que os valores méaximos do declive sdo:

og’(%):Qcos%quen <2x%):2x§+sen (g):—Jr—:—

e ¢'(r) =2cosm+ sen (2r) =2 x (=1)+0= -2

T T
Como ¢’ (6) > g(m) entao ¢’ (E) é 0 méaximo absoluto e o valor méximo do declive das retas tangentes

ao grafigo de g, ou seja, o declive da reta r é:
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