Limite de uma funcao
real de variavel real,

segundo Heine



Dado um conjunto A e a<IR, diz-se que a € ponto aderente

a A quando existe uma sucessao (x,) de elementos de A

tal que lim(x,)=a.

Ao conjunto dos pontos aderentes a A da-se o nome de

aderéncia de A

Nota:
Todos os elementos que pertencem a A sdo pontos aderentes

a A; no entanto podem existir pontos aderentes a A que nao
pertencem a A.
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Exemplo:

B=]1,2[U]2,4]U{7}

Aderéncia de B=[1,4]\ {7}
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Limite de uma funcao, segundo Heine Telensino

Sejam f uma funcéao real de variavel real e a e b niumeros reais.
Diz-se que b e limite de f(xX) quando x tende para a se
* a é ponto aderente a D;
« a Imagem por f de toda a sucessao (x,) convergente
para a € uma sucessao convergente para b

e representa-se por |lim f(x)=0Db
X—>a

Obs.: A definicao continua valida nos casos em que b é infinito ()
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Através da calculadora grafica

f(x)=§

16707 3.1415 4,7123 B.2831 7.BR=A

fix )—2
O

]-l—.‘.li:”



Exemplos : I =

Telensino
A /
yh . Y /
a |_
21 | \  2f---d
M7 \ 1}
— L
lim g(x)=1 lim g(x)=2 |
x—1" 9x) x—1" _ N&o existe |Imlg(X)
: - X—>
lim g(x)=1 [ Néoexiste limg(x) lim g(x)=1
Xx—1~ x—1 X—1" |
9(1)=0 |




lim f(x)="?
X—0

lim f(x)=+o
x—0*
lim f(x)=-o0
Xx—>0"

_

—

—

N3o existe lim f(x)
X—0

Telensino

lim f(x)=+00
x—>2" — N3o existe lIm f(x)
X—>2~ -
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a€e D,

Existe

: v R
xll—n»‘ a i / 0 X

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=f(a) lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)=b

X—a X—a X—>a x—a’ X—*a

v

D eccea
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}{i
ch .
Nao o
existe U/)—g =
lim f(x) ra
X—a

lim f(x)= lim f(x)=b=f(a) lim f(x)= lim f(x)

X—+a ¥x—sa’ X¥—sa ¥x— 3"



Seja f uma funcao, real de variavel real, e a um ponto aderente I =

Telensino

ao D:.
. Se agDf e existem e séo iguais os limitgdM_ T(x)e lim T(x)
X—>d X—>a
entdo existe lIm f(x) e lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)
X—a X—a X—a~ x—a’

« Se aeDf e existem e sao iguais a f(a) os limites

lim f(x)e lim f(x) entdo existe lim f(x) e
X—a~ Xx—a’ X—a

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x)= f(a)

X—a X—>a~ x—a”*



lim f(x) T:
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Se lim f(x)= lim f(x) entao nao existe
X—>a~ x—a* X—>a

Decorrente da unicidade do limite de uma sucessao convergente temos que:

O limite de f quando x tende para a, quando existe, € unico

Nota: Se o dominio da funcéao for do tipo ]Ja,b[, com a,beIR entao

lim f(x)= lim f(x) ¢ lim f(x)= lim f(x)

X—>a x—a”* X—b X—=>b~



1- Seja f uma funcéo real de variavel real definida, no seu dominio, por I
[

F(x)= 3+ 4X
X _ Telensino
Recorrendo a definicdo de limite segundo Heine mostre que ||m3 f ( X) =5
X—>

Resolucéo:
« Df=IR\{0}
» 3 é ponto aderente

- Seja (x,) uma sucessdo qualquer tal que x,eDf, vhelN etalque lIMmX, =3

lim f(x, )= Iim3+4xn _ 3+A.f(llmxn ) _ 3+4x3 _
X, lim X, 3

5

Logo lim f(x)=5

X—>3



Limites infinitos T_
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Se o dominio de uma funcao real de variavel real f nao € majorado e/ou
minorado podemos utilizar a definicao de limite segundo Heine para

determinar 1Im f(X) e/ou lim f(X) caso existam.
X—>+00 X—>—00

( Se existir , o limite é Unico)

Exemplo: yA

1
f(x)=——
(X)=>"3 ,



Operacoes com limites I -
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Das propriedades operatorias sobre limites de sucessdes deduzem-se propriedades

analogas para os limites de funcoes:

Sejam f e g funcdes reais de variavel real e b, e b, nUmeros reais tais que
lim f(x)=b, e Ilimg(x)=Db,

X—>a X—>a
e a ponto aderente ao conjunto Dt N Dy . kelR, reQ

lim (f+£g)(x)= lim f(x)* lim g(x)=b,%b,

X —*g X —*a

lim (fxg)(x)= lim f(x)x lim g(x)=b,xb,

A= ad =3 X =g

¢ lim f(x)
[im()x:x_'a =_' com b, =0
Nim ) 0= g(x) b 2

X—+ a

lim (kxf(x)=kx lim f(x)=kxb,

¥—+ g X—+ g

5o
1

lim (fr)(x]=( lim f{x}J =bh,", com b, =0 se r<0

¥ — 3 WX —+ 3



1. Determine:

: 3
11 lim (St P T S S
T xo-1-x*+3 lim (=x*+3) -1+3 2
X—>-1

- 2
\/x2+1_ )!E)no(x +1) _ 0+1 _1
)2 (0+1)°

lim(x+1)
Xx—0

1 1 1

1.3 2 9_(_00)2 —

X—>—0 9 — X
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2. Verifique se existe  |im

x—>3 9 — X2
Determinacéao dos limites laterais:
: 1 1 1
lim 5= = =-©
x—3" 9—X 9-9 0
: 1 1 1
lIm 5 = —=—=+4®©
x—3~ 9—X 9-9 0
1 1

Como lim 5 # lim
x—=3" 9—X x—3~ 9—=X

2

entao nao existe

. 1
lim
Xx—3 9—X

2
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3. Seja h a funcdes real de variavel real definida em ]-oo,-1[U]1,+o0[ por -I—
1
h(x)= o

Telensino

x% —1

ath) Rad Form 1)
Indique: Y

3.1 lim h(X) = lim h(x)=+wo

X—>1 x—>1"
—3F
im h(x) 6§ -4 -4 TR
32 x—>-1 Xx——1" (X)= o0

X—>»—00



Levantamento algébrico de indeterminacoes T_
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Tipos de indeterminagdes: w-w ; — : — : 0xo

0 00

Se f e gsao funcdes polinomiais de grau n e m,respetivamente, definidas por :

f(x)= apX" + ax" + ...+ a,_(X+a,,comay =0 eg(x)=byx™ +bx" ™+ ...+ by _1x+ by, comby %0
tem -se:

. lim f(x)= lim agx"
X—>+o00 X—>F00
(X) li aOXn



[x3(1-§)]=+oox(1-0)=+oo

Aplicacoes:
L lim (x*=3x?) = lim
X—>+00 00—00 X—> 400
ou
lim (x*>=3x%)= lim x°=+wo
X—>+0a0 X—>+00
. 7x*=5x+3 7 N
2. lim 5 = lim — = lim —
x—>—0 3X° + 2X+1 x>-03x> x—>-o3X

3

X2 — X2 — 2%+ 2

3. lim

x—1 2x2—2x
CA

1-1-2 2

1 1 0 -2

10 -2

0

ololl

Xx—1

.m(x—1Xx2—2)

2X(x—=1)

' s
— 00

= |lim

Xx—1

2X

(x2—2)= 1

2
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Para a decomposicao utilizar:

Fatores em evidéncia

Formula resolvente

Regra de Ruffini



T_ Exercicios que podem resolver nos VOSS0S
Telensino m an u al S

« Exercicios envolvendo a definicdo de limite segundo Heine
* Interpretacao grafica da nocao de limite

« Levantamento de indeterminacdes de limites envolvendo

funcoes polinomiais e funcoes racionais



