Proposta de resolucao

1. Duas situacoes podem ocorrer:

e O Rui ou a Maria ficam num dos extremos da 1.2 fila;

e Nenhum dos dois fica num dos extremos da 1.2 fila.

No primeiro caso: 2 x 2! x” Cg x 16!

e 2 representa o nimero de formas de colocar os dois alunos alinhados num dos extremos da
1.2 fila (& direita ou a esquerda);

e 2! representa o nimero de permutacoes entre o Rui e a Maria;

e Existem 7Cg formas de escolher 6 dos 7 restantes lugares nos extremos para ficarem deso-
cupados;

e 16! representa o numero de formas de distribuir os restantes 16 alunos nos restastes 16
lugares.

No segundo caso: 3 x 2! x8 Cg x 16!

e 3 representa o nimero de formas de colocar os dois alunos (Rui e Maria) em mesas conse-
cutivas na primeira fila sem nenhum deles estar num dos extremos (2.* e 3.* mesas ou 3.*
e 4.* mesas ou 4.* e 5.* mesas);

e 2! representa o nimero de permutagoes entre o Rui e a Maria;
e Existem 8Cy formas de escolher 6 dos 8 lugares nos extremos para ficarem desocupados;

e 16! representa o nuimero de formas de distribuir os restantes 16 alunos nos restastes 16
lugares.

. 2x 20 x7T Cg x 16! + 3 x 2! x8 Cg x 16!
Opcao (C)

2.1.

237 (19
4 2

2,2, .2 237 2,2 19)* 2 ’
oty +z —19y—14z+T =0« 27+y —19y+ > +2°=142449 = ——+| = )| +49 &

2 19 * 2

A\ +(z=T7)"=80
) ?7

A reta que contém a altura da piramide é perpendicular ao plano «, assim o vetor W=

(0,2,1) que é normal ao plano o é um seu vetor diretor.

Assim, F (0 19 7)

Uma equacao vetorial que defina a reta que contém a altura da piramide é, por exemplo:

19
oy, 2) = (0,2,7> +k(0,2,1), keR
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2.2. Por 2.1 a altura da piramide é V80 = 4/5
A0,y,0)0NAca=2y=6<y=3
C0,0,z)) NCea=2=6
Assim, A(0,3,0) e C(0,0,6)

[AC] é uma diagonal da base da piramide, assim, pelo teorema de Pitdgoras:
—2 =52, 52 2 ——2
AC" =AB +BC" & V02+32+62 =24AB" &

o 45 ~ 3V10

1—— 1 4
-'-V[ABCDE] = §AB2 X h= g X ?5 ><4\/5:30\/5
3.
P(AUB)=08% P(A)+P(B)~P(ANB)=08<3P(B)—P(AB)x P(B)=08 <
8
SP(B)=08 P(B)=03
Opgao (C)
4.

15-5+1 11 1
o, BCs 273

e Existem '°Cs formas de escolher 5 bolas de entre as 15 bolas numeradas;

4.1. P =

e Existem 11 formas de selecionar 5 bolas com nimeros consecutivos (1 ao 5, 2 ao 6, 3
ao 7,4 a0 8,5a009, 6 ao 10, 7 ao 11, 8 ao 12, 9 ao 13, 10 ao 14 e 11 ao 15).

2 x8 A, x 12! — 8! x 8!
4.2. p= =~ 4X16' XS TT%

16! representa o nimero de formas de distribuir 16 bolas distintas por 16 posicdes;

e 2 representa o numero de diagonais;

8 A4 representa o nimero de formas de distribuir 4 das 8 bolas com nimero fmpar pelos
lugares de uma diagonal;

12! representa o nimero de formas de distribuir as restantes 12 bolas pelas restantes
12 posicoes;

8! x 8! representa o nimero de formas de distribuir as 8 bolas com niimero impar pelas
duas diagonais e as bolas com nimero par e a bola branca pelas restantes posigoes.
Este valor tem que ser subtraido pois esta a ser contabilizado em duplicado na primeira
parcela.
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5.1.
E Y
F
A
G\ D o o
B
¢ 1m
AC AC
cosa::C@COS(x:—C@AC:Scosa
AG 8
Opcao (A)

5.2. Seja C’ a projegao ortogonal de C sobre o eixo das abcissas.

E Y
F
¢ |0 A
B
¢ g
ae]—w,O[i—tana:OB(:)OB:—ZLtana e cosoz:g(:)E: 4
4 OA AB cos v

Os triangulos [AOB] e [AC'C] sao semelhantes pois possuem ambos um &ngulo reto e

possuem um angulo em comum.
Assim,

AC CC 8 cc’ —

— == czsa: & CC" = —8tanaccos? a
AB OB —4tan«

COs «x

6 x (—8tan a cos? a 4 x (—4tana
Aa) =2 (A[ACD} - A[OAB]) =2 [ ( L | =

2 2

= —16tan« (3 cos® o — 1)
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GOFE = COG = —2a pois COG é um angulo ao centro de uma circunferéncia em cujo arco
correspondente tem amplitude —2a (repare-se que C AG é um angulo inscrito de amplitude
—a, portanto, o arco CG tem amplitude —2a).

-2
Assim, a area do setor circular GOF é Ag = Toz x 42 = —16a.

Pretende-se resolver, graficamente e em } —%, 0 [, a equacao:
—16tan« (3 cos? v — 1) = —16«

Area

------------------------------ 10.70

T 067 o0 @
4

O valor de a para o qual a area da regiao sombreada ¢é igual a area do sector circular GOE
é, aproximadamente, —0.67.

6. Se (u,) é uma progressao aritmética, entao uz —ug = ug —uj = r, onde r é a razao da progressao

aritmética.

ug—ugqu—ul(r)lna?’—lna:lna—i—l@lnaQ—lna:1<:>lna:1<:>a:e

r=lna+1lsr=lhe+lsr=2 g =up +19r = —-14+19x2 =37

A soma dos 20 primeiros termos é dada por:

-1

20 = 360
5 X

T . 147 T o T T B o
z=2|cos| —— | +isin| — =2 |cos— +isin|m— — =2|cos— +isin— | = 2e'15
15 15 15 15 15 15

. 1 g
2= [26%} — 32615 = 32 <cosg +isin 7;) — 16 + 16V/3i

Opcao (D)
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21——?+\/6i:>]21\— <—\/§> _|_<\/6> -2

2 2 2
V6
2
Arg (z1) :W—arctan% =71 —arctan V3 =7 — g = ;T
2

Se o afixo de z3 pertence a circunferéncia centrada na origem e que contém o afixo de z1, entao

23] =|z1] = V2.

Assim, z3 = v/2¢", onde # é um argumento de z3.

‘ 177 T
) ()
2'2:\/§€ 16 :}—2:\/36 :\/ge

4 9 4
0 9 1 2
1
i1 =
9\ - 4
V2e 3 | x \/§e< 16> ( 7r> W
. 2 By m .
(21)° x (=7)" 49 _ _2vV2x9e \ 4 9 _ l<49>
— X1 = - X1, = - e 2 = 186
23 \@629 \/iezﬂ

Sepertencea]R_,entéo%—9:W+2k7r, ]{JEZ@HZ—%—QIWT, keZ.

. .. . 3r
Assim, o argumento principal de z3 serd ——.

‘ 37r>
“\ T4 2 2
.-.zgzﬁe< ) — V2 |cos 3T + isin 3 =2 —i—ii =—1—i
4 4 2 2
9. — — —
DA-(@—FFA):DA-B?:4><2><COS180°:—8
Opgao (A)
10.
\/l;:a3<:>b:a6
3  log,a 1 1 109
log b3 +log, a = 1 (6) a% _qg4 1 _qg4 - —
og, b +log,a =log, | a +logab 8+logaa6 8+6 5
Opcao (A)
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1
11. Se a reta r é perpendicular a reta de equagao 3y = x & y = gx, entao o declive da reta r é —3.
Assim f/ (1) = -3 e f(1) = 3.

lim & (x—1) I
y a? — 1 ez 1 1Xx1—>m1x 1 1 1
m — = — = - —_—m - —_— = ——
a1 3f(x)=9 3, fl@)-f1) 3~ Q1) 3 -3 9
z—1 r—1
Opgio (B)
12.
12.1.
" (@) 2\ 2 (e* +a?) —a? (" +22) = (2e” + 227 — we” — 22%)  ze” (2 —x)
g xTr) = —_— = _= =
e’ + 7 (e% + 22)° (6% +22)? (e% + 22)°
")=0z2=0V =0 v2—:c:0/\<em+x2)2750 cr=0V r=2
g N——
Eq. imp. em R —
Cond. universal em R
x —oo | O 2 | +o0
g (z) | - 0 |+1]0 -
g N pi| U | pi N
O grafico de g apresenta concavidade voltada para cima em [0, 2].
O gréfico de g apresenta concavidade voltada para baixo |—o00,0] e em [2, +00].
As abcissas dos pontos de inflexdao do grafico de g sdfo x =0e x = 2.
12.2. 2f () 2f () )
x°f (x , z°f (x x
h = o h —
@)= T9@er@ =327 o

22 f () z? f(1) 1 2 1
lim h(z)= Il = == +-—F—>==
:c—>H—n1i (@) x—:glli ( x3+1 + e + g2 0+ + eml4+1 0% + el +1 0

A reta de equagao x = —1 é assintota vertical bilateral ao grafico de h. Nao existem outras
assintotas verticais pois h ¢ continua em R\ {—1}.

lim h(x)= lim <x2f(x)+ i ): lim /(@) + Zl =

x—>+00 x—>+00 3+ 1 er + 2 z—+00 1 €
x |1 + 3 ) + 1
T x
declive da assintota
———
lim I (@)
T—+00 xX 1 -2 1

_|_ = —|— =
1 . e’ 1 1

lim <1+3) 1+ lim — +0 oo

T—>+00 €T r—+00 I

———

Limite notavel
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2 2
ll)r_n h(z) = Er_n <x3f_£$1) xi_ 2>_ e 1 e
T 00 T %) T e T T %) x<1—{—> c
x

declive da assintota

——
@
- 1 —2 1
e
lim 1+ — lim — +1
T——00 x3 z——oco \ x2

A reta de equacdo y = —2 ¢é assintota horizontal ao grafico de h quando x — +o0o. A reta
de equagao y = —1 é assintota horizontal ao grafico de h quando z — —oc.

13.

13.1. Para x < 0 a funcao f é continua pois é o quociente entre funcoes continuas, uma é a
composta entre uma funcao trigonométrica e uma funcao polinomial e a outra é polinomial.

Para 0 < x < 1 a funcao f é continua por ser uma funcao constante.

Para x > 1 a funcdo f é continua pois é o quociente entre fungdes continuas, uma é a
composta entre uma funcao logaritmica e uma polinomial, a outra é polinomial.

Resta analisar a continuidade de f em x =0e x = 1.

fO)=f1)=k
3
CcOs (* + 21’) in (2 2 in (2 2 2
lim f(x):limz—:hm sm(:/v):i lim sm(:c):in:i
z—0~ z—0— 3x z—0- 3% 3 22—0- 2z 3 3
—_—
Limite notavel
In(2x — 1 In(2z —1 In(2z —1 1
lm f(z)= lim 2CT=D g, W@roD g W@l 1
z—1+ a1t 322 =3 o1t 3x(r—1) a1t x—1 a—1+ 3z
1. In(2z-1)
N 31+ r—1
., eV +1
Mudanca de varidavel: y =1In (22 — 1) & x = 5 r—1T=y— 0"
Assim,
1. WmQe+1) 1 y 1. 2w 21 2 1 2
S lim ——— = - lim ——=—— =~ lim == - = x-==
3zt x—1 3y—>0+6+1_1 By—sot eV —1 3 . e!—1 31 3
2 y—0t Y

Limite notavel

f pode ser continua e, para tal, k tem que ser igual a %
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13.2. Para x < 0:
(x) = (sm(2x))’ 6z cos (2x) — 3sin (2z)

3z 92
Assim,
7 3T _ —97 cos (—3m) — 3sin (—37) _9rx4 4
2 81 8172 97
—7
4
In3 4
2) = —° > —
In5 4
f@3)= = <or

f é continua em [2, 3] pois é o quociente entre fungoes continuas, uma é a composta entre
uma funcao logaritmica e uma polinomial, a outra é polinomial.
T

Como f(3) < f/ (—32

306]2,3[:f(c):f’<

) < f(2) e f é continua em [2, 3], entao pelo teorema de Bolzano

3w
5 ) como querfamos mostrar.
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