! ! OMEGAMAT Resolugao do Exame Modelo IX de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | junho de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1. Em primeiro lugar é necessario escolher as quatro bolas de entre as seis que vao ser colocadas nas casas
do tabuleiro. Essa escolha pode ser feita de °C,; maneiras distintas
Escolhidas as bolas que vao ser colocadas no tabuleiro, existem '6A4, maneiras distintas de colocar as
quatro bolas nas dezasseis casas do tabuleiro (a colocagao tem de ser ordenada)
Portanto, hé 6Cy x'% 4, = 655200 maneiras distintas de colocar as quatro bolas no tabuleiro

Resposta: (D)

2. Na caixa ha n + 4 bolas

1
se a probabilidade de a primeira bola ser azul e a segunda ser vermelha é igual a 5

entao, tem-se que,

4 L ~ 10
n+4 n+3 69

Desta igualdade resulta que,

4in 10 276n — 10n2 — 70n — 120 206n — 10n2 — 120
—_— =0 =0 =0
n?+Tn+12 69 69(n? + Tn + 12) 69(n? + 7n + 12)

3 3
& —10n24+206n—120=0An’+Tn+12 #0 < <n =20V n= 5) An# —4An+# -3 n=20Vn = 5
Como n é um nimero natural, entdao n = 20, isto é, na caixa hé 20 bolas vermelhas
Logo, o niimero total de bolas que estao na caixa é 24

Caélculos auxiliares

103 + —103)2 — 4 x 5 x 60 3
—10n% +206n — 120 = 0 < 5n* — 103n +60 =0 & n = VA 2:5 en=20Vn=c
T4+ VT72—4x1x12
692 +Tn+12) =0 n2+Tn+12=0cn= 2X1X X en=-3Vn=-4
3. .
Ponto B(0;y)
0—2 2
sendo y = f(0) =1+4+2e"* =1+ —
e
2
Logo,B<0,1—|—2>
e
Ponto D(z; —3), sendo x tal que g(z) = —3
glz)= -3 -1-2"2= 3 2=lr-2=0c2=2
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Logo, D(2;—3)

Como os gréficos das fungoes f e g sao simétricos em relagao ao eixo Oz, tem-se,
2

A(2;3)

Assim,

Base maior do trapézio: AD = |3 — (=3)|=1[3+3|=6

. = 2 2 2 2 4 4
Base menor do trapézio: BC' = |1+ 5 — | -1—- < ||=|l1+ 5 +1+5|=12+5|=2+
€ e e e e e
Logo, a area A do trapézio [ABCD] é
4
AD + BC 6+24+ — 4 4 + 82
AlaBcp) = AP+ 5C X |labcissa ponto Al = e 984t 4+ oe”
2 2 e2 €2
9\
4. Calculemos lim (H>
n-+6
2 n % 2 n 3
nt2\ % n(l—f—n) 11m(1+) N wd )
lim 6 = |lim 5 = - == :(e ) —e
n e
n <1 + ) lim (1 + >
n
Nota:
X2 r 272
. 2\" . 1 . 1 9 . .n
lim{1+—) =lm |1+ 7 = [lim | 1+ & = €%, visto que, se n — +o00, entdo, 5 +00
n n i
2 L 2 i
& %6 B 27 6
. 6\" . 1 . 1 6 .n
lim(1+—) =lm |1+ = [lim | 1+ & = e°, visto que, se n — +00, entdo, 6 — 400
n n b
6 L 6/ |

Entao,

2\ 2 ;
lim <" I 6) =3 o =3 — o2 o n(k) 3= 2Ak>0n(k)=1Ak>0s
n

Sk=eNk>0&k=c¢
. .. , . 1\"
Utilizou-se o limite notavel lim ( 1 + — =e
n

Resposta: (C)

5.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
A(cos(z);sin(z)), com cos(z) > 0 e sin(z) >0
Sendo T, a projecao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, tem-se que T'(0;sin(z))

Sendo S, a projecao ortogonal do ponto A sobre o eixo Oz, tem-se que S(cos(x);0)
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Assim,

AB = 2cos(z)
OT = AS = sin(x)
AD = 2sin(x)

OS = cos(r)

Portanto, a drea da regiao colorida é

AB x OT OFE x AS
Aregiaocolorida =2X A[ABO] +4 x A[AEO] =2X f +4 X # =

= AB x OT + 20E x AS = 2cos(x) x sin(z) + 2 x 1 x sin(z) = 2sin(z) + sin(2x)
. . ™
Logo, A(z) = 2sin(x) + sin(2zx), com x € ]O; 3 [
5.2. Determinemos a fungao derivada de A em ]0; g [
A'(z) = (2sin(z) + sin(2z))" = 2 cos(z) + 2 cos(2x)
Procuremos os zeros de A’(x)
A'(x) =04 2cos(x) + 2cos(2x) = 0 < cos(2z) = — cos(x) & cos(2x) = cos (7 — z) <

S2r=rm—zx+k2rnV2r=—-7m+zc+k2n,k€Z &

S3qx=r+k2rVer=-n1+krnkecl<

™

2
3+k§\/x:f7r+k27r,k€z<i>

=T =
Atribuindo valores a k, vem,
k=0—=zx=—-Vzr=—-7
k=1l—=sz=aVzx=m

k:—1<—>m:—§\/x:—37r

Como x € }0; g [, tem-se que r = g

Elaborando um quadro de sinais para a fungao derivada

2
— 1AV
N VA

T 0
A'(z) [N\ | +
Alz) | \\\\ |

w
w‘&ow\ﬁ

m (T . (2 V3 3V3
A(3>28m(3)“m<23) = VE =

~ . . ‘ . U
A funcdo A é estritamente crescente em ]0; }, e é estritamente decrescente em {f

3;5[

wl =

. , . 3 T
Atinge o valor maximo - para x = 3

( . T
Resposta: a area colorida é maxima para z = 3
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6.1. Determinemos as coordenadas do ponto A
Sabe-se que A(x;0;0), com = € R
Ora, A é ponto do plano ADFE
Assim,
r4+0—-4=02x=4
Logo, A(4;0,0)
Determinemos as coordenadas do ponto F
Ora, E = A+ DH = (4;0;0) + (0;6;0) = (4; 6;0)
Determinemos as coordenadas do ponto I, vértice da pirdmide
Sabe-se que I(0;y;0), com y € R
Ora, I é ponto do plano EFT

Assim,

36
3x0+dxy—3x0-36=064y=306y="®cy=9

Logo, 1(0;9;0)
Superficie esférica

Centro: 1(0;9;0)
Raio:El = /(4—-0)2+ (6 —-9)2+(0-0)2 =16 +9=+25=5

Logo, a equagdo reduzida da superficie esférica pedida é (x — 0)2 + (y — 9)? + (2 — 0)? = 52
Ou seja, 22 + (y — 9)2 + 22 =25

As equagobes dos planos tangentes pedidos sao 2 = —-5e z =5

6.2.
Ora, F(4;6;0)
Um vetor diretor da reta E'F', poderd ser um vetor normal ao plano ADFE
Seja a esse vetor diretor da reta
entdo, o = (1;0;1)

Portanto, uma equacao vetorial da reta EF é (z;y;2) = (4;6;0) + k(1;0;1),k € R
6.3. O plano ABF é perpendicular ao plano ADE

Assim, um vetor normal ao plano ABE tera de ser perpendicular a um vetor normal ao plano ADFE

Seja F, um vetor normal ao plano ABE
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Como o = (1;0;1) é um vetor normal ao plano ADFE, entao,

F pode ser (—1;0;1)
Nota 1: A escolha do vetor ? foi feita de modo que Q- ? =0
Nota 2: Em alternativa, poderiamos considerar zﬁ para vetor normal ao plano ABE

Assim, uma equagao cartesiana do plano ABE é da forma —z 4+ 0y + 2+ d =0, com d € R, ou seja,
—x+2z+d=0,comdeR

Como A pertence a este plano, vem, -4+ 0+d=0&d =14

Logo, —x + z 4+ 4 = 0 é uma equagao cartesiana do plano ABE

7. Seja z = |z]e?, com 0§ € R
Assim,
—1iz 1 . 1 ,(_= ) 1 (o=
w=— = —57;|Z|619 = 5ez(_f)|z|ele = §|2‘ez(9_§)
Portanto, o afixo do complexo w obtém-se do afixo do complexo z por uma rotagao de centro na origem

e angulo de amplitude fg, seguida de uma homotetia de razao 3

Conclui-se assim que o afixo de w s6 poderd ser A
Resposta: (A)
8. 22422242 =0 2(2242i2+1) =0 2 =0V224+2iz+1 =0 2 =0Vz = (=1 —V2)iVz = (—=1+/2)i

Caélculos auxiliares

-2+ +/(21)2 -4 x1x1 -2t t£+v/—-4—-14 —2i £+/-8
242z 4l=06z= — \/(;)xl XX @z:%éz:%@

—21 + 221
L T2iE2V2i

5 2= (=1-+2)iVz=(-1+2)i

Obs.:

X = 7E = VB - 2,30 (=H)
k=0 Xo=2v21(3) = 2,2

k=1 Xy = 2v2e(F) = —2/2i
Seja w a soma das solucoes da equacao

w=0+ (=1 —V2)i+ (-1+v2)i=(-1-v2—1+2)i=—2i=2(%)
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9. Seja (P,) a sucessao dos comprimentos dos n arcos

Ora,
2 1
P = er:wrxf
4
r
21 X = 2
1
e e (3)
T
21 X — 3
1
Py = 44=7Z:m«><<2)
r
2m X — 4
r 1
P, = 8 - T0 _ =
1Ty 16 WX(z)

1 n
Mantendo-se a regularidade, tem, P, = wr X <2>

. - ~ . -1
Os comprimentos dos arcos estao em progressao geométrica de razao 3

Assim,

1 2 1 \2 1\"
2

n
Portanto, S = lim S,, = lim [m“ X (1 - () )} =mrx(1-0)=ar
Resposta: (B)

10. .

P(ANB)+P(ANB)+ P(A)+ P(B)—1 _ P(ANB)+ P(AUB)+ P(A) + P(B) — 1

:P(AﬁB)+1—P?AUB)—&—P(A)—FP(B)—1: 2
_ P(ANB) - [P(4) +P2(B) —P(ANB)|+ P(A)+ P(B) _
_ P(ANB) - P(A) - P(B) +2 P(ANB)+ P(A)+ P(B) _
2
_2PANB) _ pianp
=P(AUB)
=1-P(AUB)
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11.

Niimero de casos possiveis: ? 43, visto que para o algarismos das centenas temos nove escolhas, fixado
esse algarismos, para o algarismo das dezenas temos oito escolhas, e para o algarismo das unidades temos
sete escolhas

Numero de casos favoraveis:

Para que o produto dos trés algarismos seja par é preciso que pelo menos um dos trés algarismos que
constituem o nimero seja par

Trés casos podem ocorrer:

e um algarismo é par e os outros dois sao fmpares(e distintos)
¢ dois algarismos sdo pares(e distintos) e um algarismo é {mpar

e trés algarismos sao pares (e distintos)

12. Caso:

Neste caso, temos de escolher um niimero par, e isso pode ser feito de 4C; maneiras distintas , e temos de
escolher a posicao que este algarismo vai ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser feito de 3C;
maneiras distintas

Escolhido o algarismo par e fixada a sua posicdo, hé ® 4, maneiras distintas de escolher ordenadamente os
dois algarismos fmpares de entre os cinco disponiveis (1, 3, 5, 7 e 9), para ocuparem as outras duas posigdes

Entdo ha 4C; x3 Cy x® Ay = 240 nimeros distintos neste caso
22, Caso:

Neste caso, temos de escolher dois niimeros pares, e isso pode ser feito de *Cy maneiras distintas , e temos
de escolher a posicao que estes dois algarismos vao ocupar nos trés lugares disponiveis, o que pode ser
feito de 3Cy maneiras distintas. Escolhido e fixados os dois algarismos pares, eles podem permutar de
posicao entre si de 2! maneiras distintas

Escolhidos os algarismos pares e fixadas as suas posicoes, hd °C; maneiras distintas de escolher o algarismo
fmpar de entre os cinco disponiveis (1, 3, 5, 7 ¢ 9), para ocupar a terceira posi¢ao

Entéo hd *Cy x3 Oy x 2! x° €y = 180 ntimeros distintos neste caso
32. Caso:

Temos quatro algarismos pares disponiveis (2, 4, 6 e 8). Entdo, temos de escolher ordenadamente trés
algarismos pares de entre os quatro que existem, para ocuparem trés posicoes, e o nimero de maneiras
distintas de o fazer é A5 = 24

Concluindo, podemos constituir C; x3C1 x® Ay +2Cy x3 Cy x 2! x® Cy +* A3 = 444 ntimeros nas condicdes
dadas

Este é o nimero de casos favoraveis

401 ><301 X5A2+402X302X2!X501+4A3 _%_37
94, T 504 42

Assim, P =

Em alternativa, poderiamos fazer o seguinte:
A probabilidade pedida é P = 1— probabilidade de sairem trés nimeros impares
5As 943 -5A; 444 37

O 1 P e 1 — = —  — = —
1 Se)R, 94, 94, 504 42
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12. .

12.1. 0 € Dy
A funcdo f é continua em x = 0, se existir lir% f(x), ou seja,
xr—r

se lim f(z) = lim f(x)= f(0)

x—0— z—0+
Ora,
3 3
1 =1 = li =
30— /(@) o0- T2e® — 22 amr0- x2(e* — 1)
1 1
— lim —Y — S |
z—0— e — 1 i e’ —1 1
im
x—0~ X
631’ _ 621
1. = 1 _— =
S =l e
i e’ —1
2 (,x __ 1 1m
= lim c e -2 (e ) — lim 2@ x 220 T _
z—0+ 11’1(1' -+ 1) x—0+ . hl(l' + 1)
lim ——=
z—0t T
1 1 1
im - - -
y—=0t e¥ —1 . e¥Y —1 1
lim
y—0t+t Yy

Nota: Fez-se a mudancga de variavel
y=hz+1l)ee=c+lecr=e’—-1
Se x — 0T, entdo, y — 0T

Nota:

=1

e’ —1
Aplicou-se o limite notavel lim

x—0 €T
£(0) =log, (b°)

Assim, se log, (b?) =1 < a = b?, a fungdo f é continua em x = 0

12.2. .
3z _ 2z o 3z 1—e
lim f(z) = lim £ ¢ (2) lim w =
T—+00 z—+o0 In(z + 1) z—+oo  In(x 4 1)
3z 3
= lim S x lim —— x lim (1—e™7) =
z—+oo 3 T——00 ln(.]j —+ 1) T—+o00
3
e\ 3 hrf zj—l lilf (z%) Yoo
_ . e r—4o00 T . _ r—+00 _ —
_<$ETOO 1:) e C N n(z £ 1) x (1 —=10) = +oo x ) x 1 —|—oo><—OJr +o0
lim ——= lim —==
z—+oo x4+ 1 y—+oo Y

Nota: Fez-se a mudancga de variavel
y=x+1
Se x — 400, entao, y — 400

Aplicaram-se os seguintes limites notaveis

1
i 2 _ g
T—r—+00 €T
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x

lim — =+4o0c0,peR

z—+oo P

Logo, o gréfico da funcdo f nao admite assintota horizontal quando z — +o0
13. .

13.1. Determinemos a funcao derivada de g

, 22—1\" 2exe T4+ (@2-1)xe® 2we "+ (22-1e " e (22 +2z—1)
g (x) = - = “on = “oa = “oa =
e e e e
_ 2242 -1
T e

Seja m, o declive da reta t

Entao,

g’(—l) — (_1)2 + 2e>1< (_1) -1 _ _2

Resposta: (B)
13.2. Determinemos a funcao segunda derivada de g

¢ (x) = <x2+2x— 1)’ 2z +2)x e+ (2220 —1)xe B (22 + 4o + De®

e~ 6—2.’1) e—2x

2?2 +4x+1

Procuremos os zeros de g”(z)

244 1
g”(x):0@%:0@12+4x+1:0Ae“’7&0@
—4++/42 -4 x1x1
sr= 2><1>< “ler=-2-3Ve=-2+3

Quadro de sinal de g”

T —0 | —2—4/3 —24+3 | 400

2+ 4dr+1 + 0 — 0 +

e ” + + + + +

9" (z) + 0 - 0 +
6+ 43 6 —4v/3

SO Rt ==l Rl = 2l

(-2 V3) = (—2-v3)2 -1 6+4V3

e2+V3 C e2+V3
C(24+V3)2—-1  6-4V3
9(=2+V3) = e2—V3 T e2-V3

O grafico da funcio g tem a concavidade voltada para baixo em | —2 — 1/3; =2+ /3] e tem a conca-
vidade voltada para cima em | — 0o; —2 — /3, e em | — 2 + v/3; +o0|

_6+4\/§>

O grafico da funcao tem dois pontos de inflexao, de coordenadas I (—2—\/§,M
e

6—4v3
J(—2+\/§,M>
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