! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Nacional de Matematica A

22 Fase | setembro de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1.1. Um vetor normal ao plano podera ser um vetor diretor da reta AFE, dado que a reta AE é perpendi-
cular ao plano FFG

Assim, & = (3; —6;2) — vetor normal ao plano EFG
Portanto,
EFG:3x—-6y+22+d=0,deR
Como G é ponto do plano EFG, resulta que,
3x5—-6x3+2x64+d=015-184+124+d=0d=-9
Concluindo,
EFG:3z—6y+22—-9=0
1.2. O centro da superficie esférica é o centro do cubo, pelo que é o ponto médio do segmento [AG]

Seja M esse ponto

143 4
M(7+5. +3 446

01 M .2.
2 b 2 ) 2 )’ ou 5e.]a" (67 Y 5)

O raio da superficie esférica 6 AM = /(T—6)2+ (1 -2)2+ (4 =52 =y/I+1+1=+3
Assim, a equacdo reduzida da superficie esférica é (z — 6) + (y — 2)% + (2 — 5)% = (v/3)?, ou seja,

(x—6)2+(y—22+(2—-5)?2?=3

2. Nimero de casos possiveis: 8Cs = 56

Nimero de casos favoraveis: 4Cy x 6 = 24

1C3x6 24 3

8Cy 56 7

Portanto, a probabilidade pedida é P =
Resposta: (B)

3. PFAUB) =094 P(ANB)=09<1-P(ANB)=09% P(ANB)=1-09« P(ANB)=0.1
P(AN(AUB)) = P(AU@)N(AUB)) = P(AU(BN@)) = P(AU®) = P(4) = 0.3

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)=03+04—0.1=0.6
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Assim,

_P(AN(AUB)) P4 03 1
PA[(AVB) = P(AUB)  P(AUB) 06 2

4. HA dois casos a considerar
12 caso:
1 e e e eee
O primeiro algarismo ¢ fixo
Para o segundo algarismo ha quatro opgoes (0, ou 1, ou 2, ou 3)
O mesmo acontecendo para os restantes algarismos
Assim, existem 4* = 256 nimeros nestas condicoes
22 caso:
2 i e e e
O primeiro algarismo ¢ fixo
Para o segundo algarismo hd duas opgoes (0 ou 1)
Para o terceiro algarismo ha quatro opgoes (0, ou 1, ou 2, ou 3)
O mesmo acontecendo para os restantes algarismos
Assim, existem 42 x 2 = 128 niimeros nestas condicoes

Concluindo,

Existem 256 + 128 = 384 ntiimeros nas condicoes desejadas
Resposta: (C)

5. Sejam a e b os dois numeros

1 1
Ora, logg(a) + logs(b) = 5 & logg(ab) = 7 < ab = 83 < ab= /8 ab=2

Resposta: (A)

6. Seja r, a razao da progressao

Ora,
ur = 2up u + 6r = 2(uy + 1) 6r — 2r = uy 4r = uy
< = =
Mtz 957 %ﬁmxmzm 12u; + 667 = 57 12u; + 661 = 57
dr = uq 4r = uq dr = uy Uy = 2
= < <~ 1 = 1 =
487 + 661 = 57 1147 = 57 =g r=g
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Logo,
1 1 1 1 3
un:2—|—(n—1)><§<:>un=2+fn—f(:>un:fn+f

2 2 2 2

Procuremos o ntimero natural n, tal que u,, = 500
1 3
u, = 500 & §n+§ =500 & n+ 3 =1000 & n =997

Resposta: 997

7. Analisando as opdes, tem-se que:
1

1
1im(vn)—lim<1+> =1+—=140=1
n +00
Pelo que a sucessao (vy,) é convergente
Analisando a monotonia da sucessao, verificamos que:

V1 < vy <wvg << U9

Ora, como,

1 11

09:96010:1+E:T0

entao, vg > v10

Logo, a sucessao (v,) é ndo mondtona
A opcao A é falsa

A opgao B é falsa

A opgao C é verdadeira

A opcao D é falsa

Resposta: (C)

8.1. Ora,
PP =i =t i =1xi=1

2 4 200+4) 4 242 4 2+2  4i

== 4 t =Tyt oy =i di=1-3i

1—i @ (1—-i)(1+4) i 1-i2 42 2
|z1| = /12 + (=3)% = V10

Seja z1 X z0 = a + ai, com a > 0
Ora,

|Zl X22|:|Zl‘ X |22|:\/1OX\/51 \/5015\/5
Logo, \/a2+a2:5\/§<:)\/2a2:5\/§(:)\/§\a|:5\/§<:)\a|:5(:)a:5
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Entao,

21 X 20 =95+ 01

Assim,
. . . 5+ 5i (54 5i)(1+ 3i)
=5+5i< (13 =5+5i 2= Sr= T ey &
21 X 2o +5i < ( i) X 22 TS = T o2 (1 —3d)(1 + 31)
- _5+15i+5i+15i2®2 _ Z10+200 - 149
2= 12 — (3i)2 27 10 2
Observagao:

Sendo, w1 = a+bi e wo =c+ di

Tem-se que, |wy X wa| = |w| X |wa]
Com efeito,

w1 = Va? + b2

wo| = V2 + 2

wy X we = (ac — bd) + (ad + be)i

Assim,

lwi| x |wa| = Va2 + b2 x V2 + d% = \/(ac)? + (ad)? + (bc)? + (bd)?
|wy X wa| = \/(ac —bd)? + (ad + bc)2 = \/(ac)? + (bd)? — 2abed + (ad)? + (be)? + 2abed =

= V/(ac)” + (ad)? + (be)? + (bd)?
Portanto,
|wy X wa| = |wy| X |wa|

8.2. Se k+i é uma das rafzes quadradas do niimero complexo 3 — 44, entdo deverd ter-se, (k+14)% = 3 —4i
(k+i)?=3-4iek>+2ki+i®?=3-4ick?+2ki—1=3-4iek>-1+2ki=3—-4i &
Sk?—1=3AN2k=-4k =4N2k=—-d k=22 Nk=-2&k=-2

Em alternativa, poderiamos testar os valores das opgoes

Opcgao A Opcgao B

k=2— (2+i)2=3—4i k=1 (1442 =3—4i
A4 P =34 S22+ =340
SA+4i—-1=3—-4 c142i—-1=3—-4i
.3+ 4i =3 — 4i (Falso) .2 =3 —4i (Falso)
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Opcao C
k=—1w(-14+i)?=3—4i
S1=2i+i2=3—4i

1 =2—1=3—4

. —2i = 3 — 4i (Falso)

Opcao D

k=—-2 (—24i)2=3—4i
SA—di+iP=3—4i
cA-4i-1=3-4

.3 —4i =3 — 4i (Verdadeiro)

Resposta: (D)

3 r 3
9.1. Ser = —R, entdo, — = —
er E enaoR 3

Assim, percentagem da area da superficie terrestre coberta por um satélite é,

3\? [ 9 16 4
50 x (5) 50><< 25) 50><< 25) 50><( 5)
=50 x 1 =10%
= =)= A

Resposta: (C)

9.2. Raio da Terra: 6400km

6400

_O%0 12800
T A "

R .
Se h = r, tem-se que r = ——+/r2 + 2rR, ou seja, © =
r

+ R
4
ﬂ\/ 72 + 128007

Procuremos o valor de r na equagao r =

r + 6400
Yy
Inserir as fungoes:
6400 - - - - - - - - - - - - - <
6400 ! 640
Y1 = 77“ 6400 V12 4+ 128007 5371,44F - 5 - T T = :/i/i/é';’: v = - 7(‘;;'“U V72 ¥ 128002
Y2 =T / e - I :
Ajustar a janela  de visualizagao: : !
[0; 7000] x [0; 7000] / ! !
Procurar a abcissa do ponto de intersecao dos : |
graficos das fungoes y; e yo f ! !
4 1
Oﬁ/ 537;,44 T6400 VZ‘
Ponto de interse¢ao: A(5371.44;5371.44)
Figura 1
Assim, a percentagem da drea da superficie terrestre coberta por um satélite é,
5371.44\°
50x | 1—4/1— : ~ 23%
( 6400 ) 0
10. .
10.1. (f o g)(z) = flg(x)] = [cos(z)]? = cos?(z)
Determinemos a func¢ao derivada desta fungao
(fog)(x) =2cos(x)(—sin(x)) = —2sin(x) cos(z) = — sin(2x)
. . , LT . (2m LT
Assim, o declive da reta tangente é m = (f o g) (Z) = —sin 4 )= sin (§> =-1
Exame Nacional - Fase 2 12° ano
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Resposta: (B)

10.2. Seja h, a funcao definida em [O; g} por h(z) = f(z) — g(x)
Ora,
e a funcao h é continua em [0; g], por se tratar de diferenca de fungoes continuas
e h(0)=f(0)—g(0)=0—-1=-1<0
2

0(3)=1(5)-9(3)=(3) ~es(5) = T - g 007> 0

Como h(0) x h (g) < 0 e a fungao h é continua em [O; 5}’ entao, pelo Corolario do Teorema de

™
Bolzano, a funcao h tem pelo menos um zero em |0; 3 [

Ou seja, a equagdo f(z) — g(z) = 0 tem pelo menos um zero em }

Wl Neo|

0; [
Concluindo, a equagao f(z) = g(x) tem pelo menos um zero em }0; {

11. .
11.1. 1 € D,
lim h(z) = lim (1+ze" ') =1+1xe’"=2
r—1— z—1—
by VE-L o WEoDGERD L (VB P
1+ a—1+ \ sin(z — 1) lim sin(z — 1) lim sin(x — 1) lim sin(y)
z—1+  x—1 z—1—0+ x—1 y—=0+ Y
L a1
im ————
a—1t (z — 1)(v/z + 1) . x—1 . 1 1
= =lim ——————=llm ——— =~
1 r—1+ (I’ — 1)(\/54’ 1) r—1+ \/54’ 1 2
Caélculo auxiliar:
Nota: Utilizou-se o
Fez-se a mudanca de variavel: limite notavel
y=r—leor=y+1 limsin(gc):1
z—0 T

Se x — 1T, entdo, y — 0t

Como, lim h(z) # lim h(x), entdo, nao existe lim h(zx)
z—1- z—1+ z—1

Logo, a fungao h nao é continua para r =1

11.2. Calculemos lim h(z)
r——00

lim A(z) = lim (1—&—33695—1):1—1— lim (xem_l)zl—k lim (61%)214— lim ( { ):

T——00 T——00 T——00 T——00 rz——o0 \ee 7T
1 . T 1 1 1 1 1 1
=1+ - x lim (7):1+,X7y: - X =1l--x—=1-0=1
e z——oco \e ¥ e . € e . € e —+00
lim — lim —
Yy—+oo —yY y—+oo Y
Calculo auxiliar:
Fez-se a mudanca de variavel:
y=—-crSxr=—y
Se r — —o0, entao, y — 400
xr
Utilizou-se o limite notavel: lim — = 400
r—4+oc0 I

Logo, o gréfico da funcdo h admite uma assintota horizontal de equagao y = 1
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12. .

12.1. Determinemos a funcao segunda derivada de f

1
(e = xz—(2+In(z)) x 1 — 9 _In(x —1—1In(x
f”(x)_(w()>,_x 2 1 221()_ 1 2}()

T €T x T

Zeros da fungao segunda derivada

—1—In(z)

@) =06 ——;

s —-1-In(z)=0Az>0&
1 1
shz)=-1Az>08r=¢c'Az>082=—
e

Calculo auxiliar:

: i
Quadro de sinal de f*(z) o —1-In(z) >0 In@)<—-1Az>0<

x 0 é +00 ) 1
2 AEIE T sSr<e /\ﬂ?>0<:>0<lﬂ<g
—1-—In(@) | //// |+ |0 —
f"(@) [+ 10 - e —1-In(z) <0< n(z)>-1ANz>0&
f(z) ] 1= 1e] ~

1
sSr>etAr>0e> -
e

Calculo auxiliar:

=€

1
1 2+ln<e) 9_1
1(E) =% -

o ||~

O grafico da fungao f tem a concavidade voltada para cima em }0; ] e a concavidade voltada para
e
. 1
baixo em |—;—+o00
e
. . ~ y 1
A abcissa do ponto de inflexao do grafico é —
e

f@ =) o @0 L f@) = )

12.2. lim = —
z—1 1— 22 z—1 (x—l)(m—f—l) z—1 xr—1 zo1 x4+ 1

Calculo auxiliar

_2+4+1In(1) 240
= - =—0=

f1(1) 2

Reposta: (B)
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