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1.1. Arecta AE é perpendicular ao plano EFG, pelo que qualquer vector director da recta AE é também um vector
normal ao plano EFG .

Assim, como o vector U (3,—6, 2) € um vector director da recta AE , vem que também é um vector normal ao plano

EFG e portanto uma equagéo do plano EFG ¢é da forma 3x—6y+2z+d =0.

Como o ponto G (5,3, 6), pertence ao plano EFG, substituindo-o, vem:
3x5-6%x3+2x6+d=0<15-18+12+d=0<9+d=0<d=-9

. EFG:3x-6y+2z-9=0

1.2. A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo é a superficie esférica de didmetro [AG]. Assim, 0

centro desta superficie esférica é o ponto médio do segmento de recta [AG] e a medida do comprimento do raio é

igual a AG
5

Portanto:

Xa+Xs Yat Ve Za+2Zg _(7+5 1+3 4+6j_(625)
2 2 2 2 2 Y

= as coordenadas do ponto médio de [AG] séo ( 5 : —

. m_\If/(5—7)2+(1—3)2+(4—6)2 _»\/4+4+4_\/4><3_Z«/§_ﬁ
2 2 2 2 7

Logo, a equagéo reduzida da superficie esférica que contém os oito vértices do cubo é:

(x=6) +(y—2) +(2-5) =(v3) & (x—6) +(y—2) +(z-5)' =3

Outra resolugao: A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo é a superficie esférica de didmetro [AG]

Assim, sendo P(x,y,z) um ponto genérico da superficie esférica, tem-se que GP-AP=0 é uma equagao que

define a superficie esférica pretendida.
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Tem- se que:
GP=P-G=(xy,2)—(536)=(x-5y-32-6) e AP=P-A=(xy,2)—(7,1,4)=(x-7,y-1,z-4)
Logo, GP- AP =0<>(x—5,y-3,2-6)-(x-7,y-12-4)=0<
< (x=5)(x=7)+(y-3)(y-1)+(z-6)(z—4)=0
< X2 —12x+35+y* —4y+3+7°-102+24=0

S X 12X +6° + Yy —4y+2° +7° -102+5 =—62+6 +2° +
%,—/ %‘,—/

(-6’ (v-2)
o (x-6)"+(y-2)" +(z-5)" =3
. A equagéo reduzida da superficie esférica que contém os oito vértices do cubo & (x— 6)2 +(y— 2)2 +(z— 5)2 =3

2. 0 nimero de casos possiveis & °C,, que € o nimero de maneiras de escolher trés dos oito vértices do cubo.

Cada uma das faces do cubo tem quatro vértices. Para formar uma das faces do cubo, dos seus quatro vértices
escolhem-se trés, o nimero de maneiras de o fazer & “C,. Como o cubo tem seis faces, vem que o niimero de casos

4
favoraveis é 6x “C, e a probabilidade pedida & 6:CC3 =$ .
3
Resposta correcta: B
P(AN(AUB)) P(A)

3. Tem-se que P(A|(AUB))= P(AUB) TP(A)P(B)-P(ANE)

i) Como Ac AUB,vemque An(AUB)=A.

De uma outra forma, AN (AUB)=(AUD)N(AUB)=AU(TNB)=AUT=A
Mas, P(AUB)=0,9<P(ANB)=0,9<1-P(ANB)=0,9<1-09=P(ANB)<P(ANB)=0,1.

P(A) B 0,3 0,3
P(A)+P(B)-P(AnB) 0,3+0,4-0,1

;—E
06 6

Logo, P(A|(AUB))=

N |~
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4. Os nimeros superiores a 9999 e inferiores a 22000 tém cinco algarismos e comegam por 1 ou por 2.

Numeros que comegam por 1:

1 0,,20u3 0,1,20u3 0,1,20u3 0,,20u3
O O O O O O O O O 0)
1 4 4 4 4

O primeiro algarismo tem de ser o 1, pelo que para a primeira posi¢do ha apenas uma hipétese. Para as restantes
quatro posi¢des ha quatro hipdteses,00,01,02e0 3.

Logo, para este caso temos 1x 4 x4 x4 x4 =4* =256 numeros.

Numeros que comegam por 2:

2 Ooul 0,1,20u 3 0,,20u3 0,,20u3
(o O O O O O O O O O
1 2 4 4 4

O primeiro algarismo tem de ser 0 2, pelo que para a primeira posigdo ha apenas uma hipétese. O algarismo da
segunda posicdo tem de ser inferior a 2, pelo que temos apenas duas hipoteses, 0 0 e o 1. Para os restantes trés
posi¢Bes ha quatro hipdteses,00,01,02e03.

Logo, para este caso temos 1x 2x4x4x 4 =2x4% =128 nimeros.

Portanto, o total de niumeros nas condi¢des do enunciado é 256 +128 =384 .
Resposta correcta: C

5. Sejam a e b dois nimeros reais positivos tais que a soma dos seus logaritmos de base 8 é igual a 3 isto é:

log, a+log, b 1
3
Pretende-se determinar o produto entre a e b, ou seja, o valor de axb. Tem-se que:

1
Iogga+loggb:l<:>Iogs(a><b)=1<:>a><b=83 oaxb=¥B8<axb=2
— 3 3

=logg(axb)

Resposta correcta: A
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6. Seja r arazéo da progresséo aritmética (u, ), com r e R. Sabe-se que u, é o dobrode u, , isto é, u, =2u, e

como u, =u, +5r,vemque U, =2u, < U, +5r =2u, < U, =5r.

Por outro lado, a soma dos seus doze primeiros termos € 57, pelo que:

%xu:w & (U =T+, +10r)x6=57 < (5r—r+5r+10r)x6=57 <
e e

<:>19l‘><6=57<:>114|’=57<:>r=£<:>I‘=1
114 2

Logo, como u, =5r, vem que u, =5x % =g e portanto, o termo geral de (u, ) é dado por:

Assim, fazendo u, =500, vem que g+§=500<:2>n +3=1000 < n=997.

.. 500 é termos de ordem 997 da sucessao.

7. Tem-se que:

. Iim(un)z Iim(1+lj=1+liml:1+i=1+0:1, pelo que a sucessd@o é convergente e o seu limite ndo é
n n +o00

nulo, e portanto eliminam-se as opgdes A e B.

1 7 A x
" Uy—U=9-8=1=u,-U; >0 e ulo—ug=1+E—9:—£:>u10—u9<0, pelo que a sucessdo ndo é

monoétona e portanto, elimina-se a opgéo D.

= para n<10, tem-se que u, =n, pelo que, para N <10, vem que 1<u, <9.

Para n>10, tem-se que u, =1+i,pelo que n210<:>0<1si<:>1<1+lsl+i<:>1<un sE
10 n 10 n 10 10

Logo, paratodoo ne N, tem-se que 1<u, <9, pelo que a sucessao (un) é limitada.

Resposta correcta: C

Exame Nacional Matematica A | 2020 | 2.2 Fase | Proposta de Resolugéo | 5



José Carlos da Silva Pereira | Recursos para Matematica

8.1. Sabe-se que o afixo de z, x z, tem as coordenadas iguais e positivas, pelo que:
Im(z,x2,)=Re(z,x2,) A Re(z,x2,)>0 A Im(z,x2,)>0

Tem-se que:

St B D B S T T S
i 1+1 i 2 -1

=——+ ——x

2 4 2 1+ 4 2+2i 4

i = : -+t = St
1-i @Peiticsisil—i 1+i 0 P —i® i
Sendo z, =a-+bi,com a,beR, tem-se que z, xz, =(1-3i)(a+bi)=a+bi—3ai—3bi*=a+3pb+i(b—3a).
Logo, como Im(z xz,)=Re(z,x2,),vemque a+3b=b-3a<4a=-2b<b=-2a.

Por outro lado, sabemos que | z,| = J5, pelo que:

|22|=x/§<:>x/a2+b2 -5 < a2+b2=5b3 a2+(—2a)2=5<:>a2+4a2=5<:>5a2=5<:>

a?+b?>0
sal=loa=tflca=-1v a=1
Logo:

= se a=-1, entdo b=-2x(-1)=2 e portanto 7, xz, =—1+3x2+i(2-3x(-1))=5+5i, que satisfaz a

1
condicdo Re(z,xz,)>0 A Im(z,x2z,)>0,dadoque Re(z,x2,)=2 e Im(z,xz,)=5.

= se a=1, entdo b=—2x1=-2 e portanto z, xz, =1+3x(—2)+i(—2—-3x1)=-5-5i, que ndo satisfaz a

condicdo Re(z,x2,)>0 A Im(z,x2z,)>0,dadoque Re(z,xz,)=-5e Im(z,xz,)=-5.
Portanto, z, =—1+2i.

8.2. Se k+i é uma das raizes quadradas de 3—4i, entdo (k + i)2 =3-4i, de onde:

2k=-4 k=-2

2 o _ [k*-1=3 [(-2)’-1=3 (3=3— Proposicéo verdadeira
(k+i) =3-4ik’ +2ki+i’ =3-4i< o =
=2

wk=-2
Resposta correcta: D
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9.

9.1. Pretende-se a percentagem da superficie da terra coberta por um satélite, quando o raio da base da calote, r, é

igual a g doraio da terra, R, ou seja, quando r =§ .

Logo, a percentagem pedida é igual a:

.. A percentagem da superficie da terra coberta por um satélite, quando o raio da base da calote é igual a g do raio da

terra é 10% .

Resposta correcta: C

9.2. Vamos comegar por determinar o valor de r (raio da calote), sabendo que R =6400 e quando a altitude é igual
ao raio da calote, ou seja, quando h=r.

RRx«/h2+2hR S r= 6400 x\[I2 +2rx 6400 <> r = 62Z%Ox\/r2+12800r
r+

Assim tem-se, r = -
h+ Re6400 1 46400

Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, vamos definir y, =r e vy, = 6‘22%0x\/r2 +12800r , na
r+

janela [0,6400]x[0,6400], obtendo-se:

Ya
y=r 1
y=_840 [ 12800r l (% 1) i
r + 6400 ! i
| | .
0 r,~5371,44 6400 r
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6400
+6400

x\/r? +12800r <> r =r,,emque r, ~5371,44.

Assim, os gréficos de y,=r e y, = x/r? +12800r intersectam-se no ponto de coordenadas (f:15),

6400
pelo que r =
r +6400

Logo, nas condi¢bes do enunciado, a percentagem da superficie da terra coberta por um satélite €, aproximadamente,
2
iguala 50| 1—, |1— 537144 ~23%.
6400

10.

10.1. O declive da recta tangente ao grafico da fungdo f o g no ponto de abcissa % é dado por ( fog )' [%J .

Como (f o g)' (%}: f’(g[%Dx g’(%) , vem que:

- £/(x)=(*) =2x, pelo que f’(g(%)) - f’(cos(zD - f(@] - 2x€ -2
RN [ W

Logo, o declive da recta tangente ao gréafico da fungédo f o g no ponto de abcissa % éigual a:

ol (ol (B

Outra resolugéo: (fog)(x)=f(g(x))="f(cosx)=cos’x. O declive da recta tangente ao grafico da fungao

f o g no ponto de abcissa % é dado por ( f o g)' (%) .

Logo, como ( f o g)' (x)= (cos2 x)' = 2c0s x(cos x)’ =2c0s X x (—sen x) =—2sen xcos x =—sen(2x), vem que 0

declive da recta tangente ao gréfico da fungéo f o g no ponto de abcissa % éigual a:

(f og)’(%j:—sen(Zx%)=—sen(%]=—1
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10.2. Tem-se que f(x)=g(x)< f(x)—g(x)=0.
Seja h a fungéo de dominio R, definida por h(x)= f (x)—g(x)= x> —cosx.

Assim:

= a fungdo h é continua em R por ser a diferenga entre fungbes continuas em R, uma polinomial e uma

trigonométrica. Logo, h é continua em [O%} cR.

Portanto, como h(O) <0< h(%} pelo teorema de Bolzano-Cauchy conclui-se que h tem pelo menos um zero em

}0,%{,ou seja:
ECG}O,%[: h(c):0c>3c40,%[: f(c)—g(c)=0c>30e}0,%{: f(c)=g(c)

de onde também se conclui que a equagdo f (x)=g(x) tem pelo menos uma solugéo no intervalo }O%[ .

1.

11.1. Afungo h é continuaem x=1 se limh(x)= limh(x)=h(1).

x—1" x—1"
Tem-se que:

* h(1)=1+1xe"™" =1+1xe’ =1+1x1=1+1=2

= limh(x)=lim (1+xe* ") =1+1xe"* =1+1xe’ =1+1x1=1+1=2

i R L N T R e T U
. XILrph(X):Xlﬂlm:Xlﬂl(sen(x_l)x&+1]:JLrpsen(x_1)(ﬁ+l):
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—lim—*"1_«lim ! 1 111
x—>1*sen(x_1) xel*f.;.l lim sen(x 1) \/_+1 1 2 2
x—1* X—=1

x—1" =x-1-0"
Limite notavel

Logo, como lim h(x)= 27&}_ lim h(x), vem que a fungéo h n&o é continuaem x=1.

x—1 x—1

11.2. Como o dominio da fun¢do h é limitado superiormente, vem que s6 pode existir assimptota horizontal quando
X —>—00.

Assim, lim h(x)= lim (1+ xe“)=1+ lim (xexxe’l) - 1+e’llim (—ye’y) 1—et lim L=
X——0 X——o0 X——o0 y=—x y—>+0 y—+o ey
X—>—0=>y—>+0

=1—e’1x;—1—e’1xi:1—e’lx0=1—0=1
lim ﬂ o
y—>+o© y

%,_/
Limite notavel
Logo, a recta de equagéo y =1 é assimptota horizontal do grafico de h, quando x — —co.

12.

12.1. Vamos comegar por determinar a expressdo analiticade f” e os seus zeros, no intervalo ]0,+oo[ :

L x X —(2+Inx)x1

y 2+Inx)  (2+Inx) xx—(2+Inx)xx" X —Inx —Inx-1
- f (X): X = X2 = X2 = 2 = N
" —Inx-1 »
- f'(x)=0——F—=0-Inx-1=0 A X*20<-Inx=1 A x£0=Inx=-1 A X0
X

_ 1
oSx=et A X200 x== A x20
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Fazendo um quadro de sinal de f"” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico de f , vem que:

X 0 E + 00
e
—Inx-1 n.d. + 0 -
x* 0 + + +
f"(x) nd. + 0 —
Gréfico de f n.d. W) pi. M

Logo, o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo em F,Jroo[, tem a concavidade voltada para cima em
e

}01} e tem ponto de inflexdo em x = 1 .
e e

12.2.Como f é derivavel em ]0,+oo] , e em particular, e derivavel em x =1, vem que IinIL_lf(l)z f'(1)
X—>. X_
Logo, lim f()- : O iy L) i FOO=F) iy 1 i FO=FO) 1
x> 1-X oL(1-X)(1+x) =1 —(x=1)  oix+l ot x-1 1+1
-1
=_f(QXE:_2+M1x1:_3igxl:_32_1
2 1 2 1 2 2

Resposta correcta: B

FI1M
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