! ! OMEGAMAT

Resolucao do Exame Modelo XI de Matematica A

Duragao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia | setembro de 2020

12.2 Ano de Escolaridade

1. Comecemos por calcular lim(a,,)

lim(a,) = lim {1 - (1 - é)n} =1—lim (1 - ;)n =1-—lim [(1

—1\" 1\"
1lim(1+> ><lim<1+> =l-elxe=1-e"=1-1=0
n n

Sabemos que:
a; = 1
an < 1,Vn € N

lim(a,) =07

Assim,
et —e (o e¥e —e
lim(f(a = lim z)= lim — —(5) lim
<f< n)) z—0t f( ) rz—0t xT rz—0t T
e’ —1
=e x lim =exl=e
rz—0t X
r -1
Nota: Utilizou-se o limite notavel lim =1

z—0+t x

Resposta: (B)

2.1. Suponhamos que o trio é constituido por trés ases
Fazendo um esquema

Ay Ay A

)

Para esta situacdo temos *C3 maneiras distintas de escolher os trés ases
Para cada uma destas maneiras, temos 48 escolhas para a quarta carta (visto que as 52 cartas do
baralho temos de retirar os trés ases que sairam e também o outro as que falta - Esta carta nao pode

ser um as)

Entdo *C3 x 48 é o ntmero de combinacdes possiveis para se formar um trio de ases

Raciocinando da mesma maneira para os restantes tipos de trios, tem-se que o nimero de com-

binacdes de cartas que o Rodrigo pode ter recebido é 4Cy x 48 x 13 = 2496

Resposta: (C)
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2.2. A Marta recebeu quatro cartas, e sabe-se que recebeu um par
Entéo, o ntmero de casos possiveis é 13 x* Cy x*8 ¢y x** C;
Quanto ao ntmero de casos favoraveis:

Pretendemos que saiam, um as, dois reis e uma dama

Como no baralho hé quatro ases, quatro reis e quatro damas, entdo, temos *C; x* Cy x* C; maneiras
distintas de receber as cartas pretendidas

401 X4 CQ ><401 . 1
13 x4Cy x8Cy x4 C; 1716

Portanto, a probabilidade pedida é P =

3. Sabemos que, P(B | A), representa a probabilidade sairem da caixa B duas bolas vermelhas, dado que a
bola retirada da caixa A é azul

Ora, se da caixa A saiu uma bola azul e esta bola foi colocada na caixa B, entao a caixa B passou a ter
n + 10 bolas, sendo n vermelhas e 10 azuis

Assim, como a seguir se retiram, de uma sé vez, duas bolas da caixa, e se pretende que sejam vermelhas,
_"Ch
n+IOC’2
1

Mas, por hipétese, sabe-se que P(B | A) = 3

entao, essa probabilidade é dada por

Logo,

n!

1 "Cy 1 2l(n —2)! 2Inl(n + 8)!

_ 1 1
P(B|A)=- — = = i B
BID=5<m06 =57 mr10) 8 Amr100m-21 587
2!(n 4 8)!
n(n—1)(n —2)!(n + 8)! 1 n(n —1) 1 8n? — 8n —n? — 19n — 90
S 2 A —0e
(n+10)(n+9)(n+8)!(n—2)! 8 " (n+10)(n+9) 8 8(n +10)(n +9)
n? — 27n — 90 ,
ALt A —2Tn — 90 = 1
©8(n+10)(n+9) 0< ™m—90=0A8(n+10)(n+9)#0 <
27 + —27)2 —4 x 7 x (=90 1
n= VA )2X7X X )/\n;«é—10/\n7é—9@(n:6\/n=—75)/\n7é—10/\n7é—9(:>
15

Como, n € N, entdon =6

Resposta: (D)

4.1. Teremos de resolver a equacdo g(z) = f(x), no intervalo ]0; 27|
Ora,
g(z) = f(x) & ) = (@) & gin(22) = sin(z) <
S2r=x+krV2r=mn—c+k2rnkeZ &

Sr=krV3r=n+k2rkecZ &

2
@x:k%r\/m:g—l—k?ﬂ,kEZc)
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Atribuindo valores a k, vem,

kzzOb—mr::O\/x:%

T 27
k=1l—z=2rVr=—-+ —
x TV I 3+3
r=2rVz=m
T 4r
k=2—zxz=47Vzrr=—-+ —
x TVax 3+3
51
Sr=4nrVzr=—
T TV 3
k=3—xz=6rVzx 7T+67r
= = 07 = — .
3 3
s
Lr=6mVr=—
T TV 3
T 27
k=-l—x=-2rVer=_-——
T TV 3 3

™
SLr==2rVr=—3
x TV 3

Concluimos, assim, que as solugbes da equagdo, no intervalo ]0; 27[, sdo:

s 51

“ime —
3 3

Portanto,

A abcissa (a) do ponto A é g

A abcissa (b) do ponto B é w

A abcissa (¢) do ponto C é 5%

4.2. Determinemos as funcoes, f’ e ¢’, derivadas de f e de g, respetivamente
f'(x) = cos(z)e™®) e ¢/(z) = 2 cos(2z)es(2?)
Assim,

f'(a) x ¢'(a) = cos(a)es™(®) x 2 cos(2a)e’™2%) = 2 cos(a) cos(2a)esn(@)+5in(2a)

Pretende-se resolver a equacao f'(a) x ¢'(a) = —1 y
Inserir as fungoes:

y1 = 2cos(a) cos(2a)esn(@)+sin(2a)

yo = —1 2

Ajustar a janela de visualizagao: [0;27] x [—4;4]

Desenhar os graficos das duas fungoes O loss| fraz \ | 277 pm o
I | |
. . ~ . -1
Procurar as abcissas dos pontos de intersecao dos dois A B C D Y2
graficos

A(0.85; —1); B(1.42;—1); C(2.77; —1); D(3.71; —1)

Obtém-se: a ~ 0.85 rad, a ~ 142 rad, a =~ 2.77 rad e )
a =~ 3.71 rad Figura 1
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2n+1 2n4+4-3 2n+2)—-3  2(n+2) 3 5 3

5 0 n = = = = — -9 _
e n+2 n+2 n+2 n+2 n+2 n+2
n>1,VneN
7’L+2237Vn€N
1 <1V
-n+2_37 neN

- 1 ”» .
Por outro lado, a sucessao de termo geral ) tem os termos todos positivos, assim,
n
1 1
0< < -,V
nt2 "3 ef
S0> = > ——,V
L on+2T 3 &
—— < - <0,Y,
3~ n?;i-2 N
1< —-—— <0V,
- n+4+2 N

3
S2-1<2———<0+2,V,
- n+2 + en

ISQ— <2,vneN
n+2
1<, < 2,Vpen c.q.d.

Como o conjunto dos termos da sucessao (u,) admite majorante (2) e minorante (1), a sucessao é limitada

6.1. Como a circunferéncia tem raio 1, entao
B(cos(z);sin(x)), com, cos(z) < 0 e sin(x) > 0
Sendo T, a projegdo ortogonal do ponto A sobre o eixo Oy, tem-se que T'(0;sin(x))
Assim,
AB = 2| cos(z)| = —2cos(z), visto que, cos(z) < 0
AD = 2|sin(x)| = 2sin(z), visto que, sin(z) > 0
FT =1 — |sin(z)| = 1 — sin(z), visto que, sin(z) > 0

Portanto, a area da regiao colorida é

AB T

A'r'egiaocolorida =7x1?-2x A[ABF] - A[ABCD] =T—-2X —ABxCD =

X
2
=7 —ABXx FT — AB x CD = 7 — (—=2cos(z)) x (1 —sin(x)) — (=2 cos(z)) x 2sin(z) =
=7 + 2cos(z) — 2cos(x) x sin(z) + 4 cos(x) x sin(z) =

=7 + 2cos(z) + 2 cos(x) x sin(z) =

=7 + 2cos(z) + sin(2x)

Logo, a area A, da regiao colorida da figura, é dada, em funcdo de x, por

A(z) = 7+ 2 cos(x) + sin(2z)
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6.2. Ora,

Y
lim A(z) = lim (7 + 2cos(x) 4 sin(2x)) = F
T—rmT T—rmT
=7+ 2cos(m) +sin(27) =7 — 2
Este valor representa a drea de uma regiao colorida, B=C=¢G A=D=F
o x

quando x estd muito proximo de 7

Geometricamente, quando x — 7, a regiao colorida
tende para o que se observa na figura ao lado s
O poligono [EFGH] é um quadrado de lado v/2

Figura 2

7. A condicao AP . BP = 0 define uma superficie esférica de didmetro [AB]
AP=P - A= (x—a;y—0;2—0) = (z —a;y; 2)
B?:P—BZ(x—O;y—a;z—O):(:v;y—a;z)

Assim,

AP.BP =0 (x—a;y;2) (m5y—a;2) =0 x(z—a)+y(ly—a)+22 =0 2?2 —ar+y’ —ay+2° =0 &

a®  a?

a\? a\?
@(o-3) +(-3) +2=F+7
a\? a\? a?
@(e-3) +(v-3) +*=3

Outro processo

a+0 0+a 040

272 7 2 0

Centro da superficie esférica: M ( ), ou seja, M (g;

5;
AB _ \a— 07 +(0-a? +(0-07 _

Raio da superficie esférica: r = 5 5

Assim, uma equacao da superficie esférica é,

Ou seja,

-
Ty Y=3) T2 7

Resposta: (C)
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8.1. Determinemos o declive da reta r

==

my -1

Logo,

2 1
lim —% —2x lim - =2x — = 2x — = _9
r—r+00 f(:);‘) r—r+00 f({I,‘)

Resposta: (A)

8.2. Determinemos a funcao derivada de g

1 2 — 222
g’(aj):(21n(a:)—x2)/:2><;—2x: xx

Procuremos os zeros de ¢’

2 — 242

J(@)=0s =0ANz2>02-222=0 A A2 >0&

s=1Az>0cz=+lAz>0z=1

Quadro de sinal de ¢’

T 0 1 | 400
2-222 [\\\ [ + [0 —
T \AN |+ |+ +
gx) |[\\\ | +]0] -
gl) [N\ [ /10 ] N

g1)=2xIn(1)—12=0—1=—1
A funcdo g é estritamente crescente em ]0;1] e é estritamente decrescente em [1; 00|

Atinge o valor maximo absoluto —1, para z =1

9.1. Sabemos que z = ¢i(%)
Assim,
1\? N Y St
w=z22xzx(—2) = () XZX(—z) = (el(—Z)) xei(7F) x e (TT%) = (=) xei(= ) xei(r+5) =
z
= =3 amE) = 6i5) =
Ora, w"™ ="
Para que w™ seja um nimero real, n tem de ser par

Assim, o menor valor de n para o qual w™ é um nimero real é 2
Resposta: (C)
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9.2. Comecemos por resolver a equacio z* — 16 = 0

A 16=082 =16 2= V164 2 = V16610 o » = V16e("57), k€ {0;1;2;3)
Sy = Qei(%ﬂ), k€ {0;1;2;3}
Atribuindo valores a k, vem,
k=0 2z=2e0 =2
k=1 2=26(3) = 9
k=2 2= 26(%) = 2¢i(m = 2
k=3l—>z=2ei(37ﬂ) = -2
Im(z)

Os afixos das solugoes desta equagao sao vértices de um quadrado
inscrito numa circunferéncia de raio 2 e centrada na origem

Sejam, A(2;0), B(0;2), C(—2;0) e D(0; —2), esses afixos

Ora,

AB=,/(2-02+(0-2)2=8=2V2
Assim, a drea do poligono é Ajapcp] = AB = (2v/2)? = 8 u.a.

Resposta: (C)
Figura 3

10. .

10.1. 0 € Dy
A funcao f é continua em x = 0, se existir lir% f(x), ou seja,
r—
se lim f(z)= lim f(z)= f(0)
z—0~ z—0t

Ora,

et t! 0 lim. et e e
e lim f(z)= lim ( - ):(0) r=07 = = -
x—0~ x—0- \ 2sin(x) 9 Tim sin(x) 2x1 2 Nota:
z—0— xr
Aplicaram-se os limites
et —¢

lim notaveis:

e lim f(x)= 1 em-*-li_e —(8) =0t z
z—0t o z—0t \/m N . \/m hm Sin(ﬂf) — 1
mi)r{)l+ x z—=0 x
i 1 lim &L =1
e zlgg+ T 1 o 1 e =0
_ _ —ex - =<
% + 422 lim vz +4 2 2
lim r—0t
r—0t 2
. J(0) =k
Assi SEPRCANE S S VSR g o (0 R In(2)
11m = — _— = = = — —_ = In —_ = — In
ssim, se e 5 - 5 e 5 5 ,

a funcao f é continua em z =0
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10.2. .

e*tl —e
e+l _ o (@) zgflloo 22
lim f(z) = lim ——— | =\> = = =
xr—~400 r——+00 Vo + 4x hm Vo + 41- Nota:
Tr—400 :1,‘2
ex lim -1 lim j _ 1 Aplicou-se o) limite
_ z—+oo 2 _ r—400 I z—+oo 12 _ notavel:
3 2 1 4
lim Ttz lim -+ et
T—+00 xt eotoo Vo 22 lim — = +o0 (p € R)
400 —10 z—0 P
=eX —— =+
vO+0
Logo, o grafico da funcao f nao admite assintota horizontal quando x — +oo
11. Um vetor diretor da reta 7 é o (—2;v/3)
3 3
Assim, o declive da reta é m, = % = —g
Seja a a inclinagao da reta r
Entao,
3
o = tan~! (—‘{) +180° ~ 139.1°
Quanto & equagao reduzida da reta
3 3
O declive da reta é m, = £ = —£
-2 2
Entao,
3
r:yz—%x—kb,beR
Como A(1;—2) é ponto da reta, vem,
3 —4 3
—2:—§x1+b<:>2b:—4+\/§<:>b:%[
Portanto,
3 —4 3
A equacédo reduzida da reta r é y = —gaz + %[
12. Determinemos a funcao derivada da fungao g
g(@)=Q2r+e ™) =2—€e7
O declive da reta tangente é,
my = g'(=2) =2 — é?
A ordenada do ponto de tangéncia A, é,
9(=2) = -4 +¢?
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Entao,

t:y=02—-e?)r+bbeR

Como A(—2; —4 + €?) é ponto da reta, vem,
—A+el=02-e)x(-2)+beb=—4+e?+4-22 b= —¢
Portanto,

A equacdo reduzida da reta t é y = (2 — )z — €2

Resposta: (B)
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