! ! OMEGAMAT Resolugao do Exame Modelo XII de Matematica A

Duracgao do Exame: 150 minutos + 30 minutos de tolerancia

12.2 Ano de Escolaridade

[N

1\" 2
nm() S G A S A
2 e

lim | 1-—

Resposta: (B)

2. Comecemos por escolher o lugar que fica vago na cabeceira da mesa
O ntmero de maneiras distintas de fazer essa escolha ¢ igual a *C,
Escolhido o lugar vago na cabeceira da mesa, sobram trés lugares para colocar o Joao e a Joana
O ntmero de maneiras distintas de fazer essa escolha é igual a 3Cy x 2! ou 34,
Escolhido o lugar vago e os lugares da Joana e do Joao, coloquemos a Inés e a Beatriz
Colocar a Inés e Beatriz num lado da mesa: 4 x 2!
Colocar os restantes amigos nos nove lugares sobrantes: 9!
Nao esquecendo que a Inés e Beatriz podem ficar juntas no outro lado da mesa, tem-se que,

401 x3 Oy x 2! x 4 x 2! x 9! x 2 = 139345920 é o nimero de maneiras de sentar todos os amigos na mesa

3. .
— 3
P(B) =+
3 7
P(B)=1-P(B)=1- 1=
_ 6 P(AnB) 6 P(ANB) 6 — 67 — 6
PAB) =7 & —pp =7¢— 7 =7 P@ANB) =gx e PAnD) = 5o
10
e P(ANB) ==
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Elaborando uma tabela de contingéncia

A | A
gl L1312
105 130
Bl |2
101 5110
1
— =11
5 15
7 3 1
P(ANB)= — — 2 = —
(4N B) 10 5 10
1 1 1
P(AUB):gél—P(AUB):gélfP(A)—P(B)JrP(AﬂB):g@
S PA) =1- 2 PB)+PANB) o PA) =1-> -+ 1 o pay=1
o 5 n 5 10 10 5
— 11 1
P(BNnA)=>--—=—
(Bn4) 5 10 10
Bna) 7
_ P(BNA) 19 5
5

Resposta: (A)
4. Analisando cada opgao

(A) No intervalo [—1;1], a fungdo néo é continua, pelo que ndo se pode aplicar o teorema de Bolzano

$+\/§_£__\/§

lim f(z) = lim

z—0~ z—0- = — 1 - -1 o

lim (2% +2) =2

z—0t

Como lim f(z)# lim f(z), entdo ndo existe lim f(x)
z—0~ z—0t z—0

Logo, f é descontinua em x =0

(B) No intervalo [—2; —1] a fungdo f é continua, e,

f(—z)z_i%f>0ef(—1)=ﬂ<o

Logo, o teorema de Bolzano garante pelo menos um zero da fungdo em | — 2; —1[, e portanto, também
em [—2; —1]

(C) No intervalo [—3; —2] a fungdo f é continua, mas,

f(-z):i%f>0ef(—3)=ﬂ>o

Logo, o teorema de Bolzano nio garante pelo menos um zero da func¢ao em | — 3; —2]
(D) No intervalo [2;3] a fungao f é continua, mas,
f2)=-224+2=-2<0e f(3)=-32+2=-7<0

Logo, o teorema de Bolzano nio garante pelo menos um zero da funcao em |2; 3]

Resposta: (B)
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5. 0€ Dy
A funcao f é continua em x = 0, se existir hmO f(x), ou seja,
r—r

se lim f(z)= lim f(z)= f(0)

z—0— z—0t

ex? + ex _(9) ex(x+1)

li = 1l = = 1 1
o0+ /(@) o0+ e — e z—0+ e (e® — 1) om0t et —1 xi%{r(x +1)
= ! =1
=T o1 T 1
lim
z—0+t X
. . . e —1
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1
x—0 x€X
J sin(42)
in(2 2 o SIAE) in(4 1
lim f(z) = lim sin(2z) cos(2x) =) m 22— = 1lim sin(dz) x 4 x lim =
=0~ e—0- 222 —x e—=0- ¢(2x —1) 2420~ 4z z—0- 2¢ — 1
4
=-x1x(-1)=-2
5 %1% (-1)
. o ) . sin(x)
Aplicou-se o limite notdvel: lim =1
z—0 xT

Como mlir(r)li f(z) # Ilir(r)lJr f(z), entdo néo existe ;11)1’%) f(x)

Logo, nao existe k para o qual f é continua em z =0

6.1. Sabe-se que A(cos(x);sin(x)), com cos(x) > 0 e sin(x) > 0

C(1;tan(z)), com tan(x) > 0

BC = 2tan(z)

OE =1

. 2 12
Area do setor circular: 4; = v ; =z

BC x OE _ 2tan(z) x 1

Area do trigngulo [BCO: Aipco) = 5 5

= tan(x)
Logo, a area da regiao colorida, é dada, em funcao de z, por
A(z) = Aipco) — A1 = tan(x) — x, com z € ]O; g [
6.2. .
cos?(z) — sin?(x) = % < cos(2x) = cos (%) &2 = —g + k27w Vv 2¢ = g +k2m ke Z <
@x:—%—kkw\/w:%—klm,keZ

Atribuindo valores a k, tem-se,

™ ™
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T
Portanto, x = 5

Logo, a area da regiao colorida, é igual a

HOREIOR S i

Resposta: (A)
3 1 3
7. Sabe-se que log, Vb = —3 & 3 log, b= —3 & log, b= -3

Assim,

ad 1 ad 1 1 1 log, @
log, (4 62> = 7 log (172) =1 (log, a® — log, b?) = 1 (3log,a —2) = 1 <3 “los b 2) =

8.1. Funcao derivada de f
2 / 2 2 2
fl(z) = (e“ _4—322) = (22 —4)e” - 20 =2xe® 1 - 20 =2 (e”” _4—1)
Zeros de f'(x)
f’(x):0©2x(6”2_4—1) —0e2r=0Ve” Mt 1=0os=0Vet=1c
Sr=0Vel-4=0c2r=0Val=4cc=0Ves=-2Ver=2
Sinal de f'(z)
10 et >1e?-4>000<-2Vr>2

Quadro de sinal de f'(x)

T —oo | —2 0 2 | 4o0
2z — - | =10+ | + +
o1+ o= =]=]0o] +
f(z) — O | +]0 | —-1]0 +
1
NIV

A fungéo f é crescente em | — 2;0[ e em |2; +o00|
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A fungéo f é decrescente em | — co; —2[ e em ]0; 2|
A funcao atinge o minimo absoluto —3 para x = —2 e para z = 2
. . .1
A funcao atinge o méximo relativo — para z =0
e
8.2. Funcao segunda derivada de f
2 / 2 2 /
' (z) = [239 (e‘” -4 - 1)} = (2z)" x (ez -4 1) + 2z X (e”” -4 1) =
z?—4 2 1z —4 z?—4 z?—4 z?—4 2,274
:2><(e —1)+2x><((x —4)e ) :2(6 —1)+2x><(2xe ) =2e —2+4x%e =
= e’ 4422 +2) — 2
Declive da reta
me=f"(2) =¥ 44 x224+2)—2=¢"(16+2) — 2 =16
Ponto de tangéncia
T(2; f'(2))
F12)=2x2(F 1) =4(0 1) =0
Logo, T(2;0)
Reta tangente ¢
t:y=16c+b,beR
Como T ¢é ponto da reta, vem,
0=16x2+bsb=-32

Portanto, t : y = 16z — 32

1
x+1 _
T+ 1n (e””r1 — 1) z+In <e <1 ert+l ))

9. lim —%* = lim = lim =
rx—+o0 I r——+00 x r—400 x

1
z +In (ez"'l) +1n (1 — ﬁ“)

= lim =
r—+o0
1
r+rx+14+mn(l———
ez+1
= lim =
xr——+00 €T
1
In (1 )
2 1 z+1 0
= lim T + lim ¢ = lim (2—1—) — =2
T—+00 T T—+00 T T—+00 —+00

10. Seja z4 = |zale®, cujo afixo é o ponto A
Seja 2o = |zce?? = |zA\ei(9+%), cujo afixo é o ponto C

Ora, devera ter-se zg = 24

Professor Francisco Cabral Pagina 5 de 9 Exame Modelo XII ‘ 122 ano



Assim,

2h =25 < |zA|”ei(”9+n7w) = |za|me! ()
©n9+%:n0:k2w,k62@
@"Q—W:km,kez@
eSn=4k ke Z

Atribuindo valores a k
k=0—»n=0¢N

k=1—n=4€¢eN

k=2—n=8¢N

k=—-1—»n=-4¢N

Resposta: o menor valor de n é 4

11. .

Seja a = Arg(wy + 1)

V3

tan(a) = 2 ,ea€4Q

N

tan(a) = —V/3, e a € 4Q

m
L =——
0go, o 3

Assim, w7 +1 = ei(=%)

w2 2@7’(_%>

Seja z um nimero complexo

1 i =
B=peor=yYpnor=4 561( 5) o

T 7%<‘{»k21\'
z:i/gez( ° >,comk‘€{0;1;2}
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1 (o« k2n
o \3/;61(18“?’)7 com k € {0;1;2}

Atribuindo valores a k, tem-se,

kEk=2— Z1 = f/gei(%a;) = i/zei(_llgsﬂ)

Portanto, C.S. = { Y %ei(fﬁ); Y 1ei(lllTﬂ); Y 1ei(113§r)}

12. f(z) =1n(4) —x & In(2e” 4+ 2) = In(4) — z < In(2e” + 2) =1In(4) — In(e”) < In(2e” +2) = In <;> &

4 4 2 (e¥)? + 2¢% — 4
S22 +2=—2"4+2—— =0« ()" +2¢
em e.r er

=02 +2"—4=0A€"#£0&
& 2(e%)? 4 2e* — 4 = 0A Condicdo universal < 2 (e%)* 4 2e* —4 =0

Fazendo a mudanga de variavel y = e”, vem

—14+,/12 -4 x1x (-2
22+ 2y —4=0y’+y—-2=0cy= v (=2)

Sy=1Vy=-2

2x1
Assim, como y = e*, resulta
e’* =1Ve* =—-2<< x =0V Equacao impossivel < = =0
C.S. = {0}
13. .
13.1. Ora,
AB = (0;-2; —-2)

AD=D— A= (3-2v2 —1;1) — (3; —1;1) = (~2/2;0;0)
Seja d (a; b; ¢) um vetor normal ao plano ABC

Entao,

@ AB=0AT AD=0

& (a;b;¢) - (0;=2;—2) = 0 A (a5 b5¢) - (—2v/2;0;0) = 0

& —20—2c=0A—-2v2a=0

Sb=—-cNa=0

Logo, 3(0; —c;c), com ¢ € R\ {0}

Considerando, ¢ = 1, vem, 3(0; -1;1)

Professor Francisco Cabral Pagina 7 de 9 Exame Modelo XII ‘ 122 ano



Assim,
A equacio cartesiana do plano [ABC] é da forma —y + z+d =0, com d € R

Como A(3;—1;1) é ponto do plano, tem-se,
—(-1)+14+4d=0=d=-2

Portanto,

ABC:—y+2-2=0

13.2. Seja T' o ponto médio do semento [BD)]

—2v2 -3-1 —-1+1
T<3+3 V2, 3-1 -1+ ),ouseja,T(3—\/§;—2;O)

2 72 70

TE=1/(3-v2-3+v2) +(-2-22+(0+4)2 = OFI6 716 = V32 = 42

AB= 02+ (224 (-22=V0+4+4=/8=2V2

AB' xTE 8x4V2Z 322
3 33

Volume da pirdmide: Vpiramide =

Resposta: (D)

14. Sabe-se que

s80 os trés primeiros termos da progressao geométrica (uy,)

Entao, tem-se,

a a
Uz _ ug 2 logy(4) 9 _ log,y(4) 1 2logy(4) 2
Uy Us ln(ea) g a g ) a a OgQ( ) a OgQ( )
2 2
Sa=4x2a=38
Assim,
u; =1In(e*) =a =8
a 8
= —- = — = 4
27979
(5] 4 1
r=—- = =
U1 8 2
Termo geral de (uy,)
1 n—1
Un = 8 % (2) — 28 x 2l-n — 240
P €N, tal !
oCuremos al que u,, = ——
rocuremos n , que u o
U :L(ﬁ?‘l_”:L@Q‘l_":2_10(:)4—n:—10<:)n:14€N
1024 210
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Portanto,

I - .
Toog & um termo da sucessao (uy,), é o termode ordem catorze

1 1\°
15. Desenvolvendo ( + > , vem,
VI oy

G-
o () ()]
o0 (+5) o ()] -

[ p=8 _p
8Cpxaz xy 2]

3
I
o

I
(=
=

=
Il
=)

I
e

3
Il
o

1

Como um dos termos deste desenvolvimento da forma az=3y~!, com a € R

Procuremos p de modo que

p—8 D
=-3A-==—-1A0<p<
5 3 5 0<p<8

-8
P=2_ 3pa P qr0<p<se
2 2
Sp—8=—6Ap=2AN0<p<n&
Sp=2Ap=2N0<p<n
Sp=2

Logo, a =% Cy = 28
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