RECURSOS PARA MATEMATICA

Grupo do Facebook
Resolucao da Prova Modelo de Exame Nacional N.? 3 | Junho 2021

1.

1.1.

A face [DEFG] contida no plano pedido e a reta AF
estdo assinaladas na figura seguinte:

Comecemos por determinar um vetor perpendicular
ao plano DEF. Se o vetor (1,-2,3), vetor diretor da
reta AF, for perpendicular a FE e a OA, que séo dois
vetores néo colineares, paralelos a DEF entéo o vetor
(1,-2,3) é normal a DEF.

Usaremos o produto escalar entre os vetores OA e
(1,-2,3), da reta, nessa verificacéo.

Precisamos de determinar as coordenadas do ponto A
que, por ser um ponto do plano xOy, sabemos ter cota
nula, ou seja A (x4,y4,0) e como é ponto da reta AF
podemos fazer:

(x4,54,0) = (3,4,-3)+k (1,-2,3)

de onde sai que:

xa =3+k xqa =4
ya =4-2kF ©<ys =2
0 =-3+3k 1 =k

Logo A (4,2,0).
Determinamos agora o vetor OA:
OA = (4,2,0)—(0,0,0) = (4,2,0)

e fazemos o produto escalar entre este e o vetor da
reta:

(4,2,0)-(1,-2,3) =4x1+2x (-2) +0x3=0

ou seja, [0AFG|é um retangulo e podemos usar o ve-
tor diretor da reta para a equacéo do plano.

1.2.

Em ax+by+ cz+d =0 vamos substituir os valores de
a, b e ¢ pelas coordenadas do vetor normal ao plano.
Temos, entao:

x—2y+3z+d =0

Determinamos d usando as coordenadas de um ponto
do plano para substituirmos x, y e z.

Vamos determinar as coordenadas de F que, para
além de estar no plano DEF, pertence também ao
plano xOz, ou seja, ao plano de equacédo y =0 e, por
isso, podemos escrever que F' (xF,O,zF). Como F' tam-
bém faz parte da reta AF, tem-se

(x7,0,2r) = (3,4,-3) + £ (1,-2,3)

De onde sai que

xp =3+Fk xp =3+Fk xp =5
0 =4-2k o<k =2 o<k =2
zrp =-3+3k zrp =-3+3k zrp =3

Logo F (5,0,3).

Como dissemos anteriormente, vamos substituir estas
coordenadas na equacéo do plano:

5-2x0+3x3+d=0od=-14
Uma equacéo do plano que contém a face [DEFG]|

pode ser:

x—2y+3z—-14=0

Pedem-nos para determinar o valor de cos(26). Ora:

cos (20) = cos®0 — sen?

Portanto, se descobrirmos o valor de cosf e de sen0,
conseguiremos encontrar o valor de cos (26).

Temos que A(4,2,0), P(2,-2,2) e, obviamente,
0(0,0,0).

Daqui podemos determinar os vetores

AO =-0A = (-4,-2,0)

AP =(2,-2,2) - (4,2,0) = (-2,-4,2)

Fazemos também as normas de cada um destes veto-
res e o produto escalar entre eles:

261 - /47 + (-2 + 02 = vED

1B = \/(-2)? + (-4)* + (2)2 = v22

AO-AP =(-4,-2,0)-(-2,-4,2) = 16
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Com isto, podemos usar a férmula:

E-ﬁ: ||E|| X ”ﬁ” x cosf

para determinarmos cos6.

16 2v/30
16 =v20 x V24 xcos © cos = —— = ———
Vv20v24 15
Agora, pela formula fundamental da trigonometria:
2130\’ 7
sen?0+|——| =1losen?6=—
15 15
E, assim:
2
2v30 7 1
cos(20)=|——| ——===
15 15 15

Podiamos ainda resolver este exercicio recorrendo a
Lei dos cossenos para calcular o valor de cos6.

—
Para isso precisamos de determinar OP:

OP=P-0=(2,-2,2)-(0,0,0) = (2,-2,2)

E ainda a sua norma:

loP] = /22 +(-2)* +22 = V1i2=2V3

Aplicando a Lei dos cossenos:

loP|? = 4P|+ 402 - 2| AP[ | AO| coso
ou seja:

2v30
12=24+20-2v24v20 cosO < cosf = 5

A partir daqui a resolugdo coincide com a anterior.

. A soma de todos os elementos da linha n do TriaAngulo
de Pascal é igual a 2".

Sejam n e n + p as linhas que estdo a ser somadas.

* A soma de todos os elementos da linha n é 2™.

¢ A soma de todos os elementos da linha n+p é
2n+p'

Entao, atendendo ao enunciado:
2" + 2P = 2080
2™ + 2" x 2P = 2080

o 2" (1+2p)=2080
—

Par .
Impar

Fatorizando 2080 ficamos com:

2080 =2° x 5 x 13

A tnica forma de se ter 2" (1+27) = 2080 com n e p
naturais é tendon =5e 1+ 2P =65.

1+2P =65
2P =64
©p=6

Assim sendo, somaram-se todos os elementos das li-
nhas 5 e 11. A linha 11 tem 12 elementos. Os maiores

sdo 1C5 = 1Cq = 462.
Opcéao: (B)

Temos entdo de encontrar m e n tais que:

2™ +2" = 2080

Por tentativa e erro, com ajuda da calculadora, rapi-
damente chegamos a

2048 +32 =2080

Como 2048 = 2! ¢ 25 = 32 entéo estamos perante as
linhas 5 e 11.

Sendo 5 e 11 nimeros impares, cada uma destas li-
nhas tem um nuimero par de elementos e, por isso, os
dois elementos de maior valor serdo os dois centrais.
Temos entdo: °Cy =°C3 = 10 e 11C5 = 1104 = 462.

. Comecemos por definir os acontecimentos:

H: «O funcionario é homem.»

L: «O funcionario é licenciado.»

Pela informacéo presente no enunciado, sai que:
e P(H)=0,2
P (Z|ﬁ) =06

Daqui podemos tirar mais alguns dados:
P(H)=1-P(H)=1-02=08

P(Emﬁ) - 06- P(Znﬁ)

P(L|H) :ﬁ —o5

0,6 xo,szp(fmﬁ) ©0,48:P(fﬂﬁ)

pelo que podemos concluir também que:

P(Zmﬁ) =P(ﬁ) —P(L mﬁ) -0,8-0,48= 0,32
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Considere-se agora que n é o nimero de mulheres li-
cenciadas e m o numero de trabalhadores que néo sio
mulheres licenciadas. Entao:

n

P (L mI_J) - 0,32 =

n+m n+m
<0,32(n+m)=n

<0,32m =n-0,32n

o 068n
=032
17
<om=—n
8

Temos agora de considerar o acontecimento:

M: «Séo escolhidas duas mulheres licenciadas para
representar os trabalhadores.»

Temos:

¢ Casos possiveis: "*™Cy

e Casos favoraveis: "Cy

Entao:
nCy 92
P(M)= = —
( ) ntmCqy 925
"Cy 92
n+m(C, ~ 995 \ Recordar que
' “ ne n!
o I T P
2!x(n-2)! 92 pi(n=p)
(n+m)l 925
2! x (n+m-2)!
nx(n-1)x(n—2)7
2% (n—2)T 92
(n+m)x(n+m-1)x(n —9)I 925
2! x (n+m=2)!
nx(n-1)

P 92

= -
(n+m)><(n+m—1) 925
2f

nx(n-1) 92

(n+m)x(n+m-1) " 925

n n-1 92 ) )
< X = — Como vimos anterior-
n+m n+m-1 925 .
——— mente:
_38 \
0,82=25 | 17
/ m=—n
8
8 n—-1 92
S— X —m = —

25 n+iln-1 T 925

n-1 23

R=3 e —
Bp-1 74

575
<74n-"74 = ?n—23

17
©§n=5l©n=24

Concluimos assim que na empresa trabalham 24 mu-
lheres licenciadas num universo de 75 trabalhadores.

. No enunciado é-nos dito que:

P (Z) =06 e P(B)=08
de onde podemos tirar que:
P(A)= 1—P(Z) -1-0,6=0,4

Para avaliarmos os possiveis valores para P (A|B) va-
mos escrever esta probabilidade como

P(AnB)
P(B)

e comecar por enquadrar P (A nB).

®

PU)=1
P(A)=0,4 PB)=0,8
P(AnB)=0,2
@ P(U)=-1
PB)=0,8

P(A)=P(AnB)=0,4

Na figura I esta representada a situacdo em que con-
seguimos ter a menor interse¢fio possivel e na figura
II temos a situacdo em que A < B e, por isso, a maior
intersec¢éo possivel. Assim, ficamos com:

0,2<P(AnB) <04

| Dividindo por P (B)=0,8
02 P(AnB) 04

02 _P[AnB) 04

08~ P(B) 08

< P(AIB) < %

I
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Podemos escrever o limite

senx
m
x—+00 f (x)

como

m X senx
x—+00 f(x)

Da informacgédo que conseguimos retirar do enunciado
e observacédo da figura podemos concluir que

i f@)= oo

e, consequentemente,

1
lim ——=0
Sabemos também que senx é uma funcdo limitada.

Assim, podemos concluir imediatamente que

xEI-Poo o xsenx|=0

ou seja:

senx
m =
x—+00 f (x)

Para determinar o valor deste limite podiamos come-
car pelo enquadramento:

-1 ssenx < 1 \Dividimos tudo por f(x).

Atencdo que quando x — +oo
1 csenx / temos f(x) <0

<:>__ < —-——-
fx)  f(x) f(x)

Como

AT\ "7

entao

senx
m =
x—+00 f(x)

0

Se (u,) é uma progressdo aritmética em que In2 e
2\ . . ~
In 3 s@o termos consecutivos entdao podemos encon-

trar a razdo r de (u,) fazendo:

r=In g —-In2=1n2-1n3-In2=-1n3

Assim

VneN,up41—u,=-1n3

Para (vn) ser uma progressao geométrica, é necessario
Un+1

que néo dependa de n.

n
Vamos usar a definicéo de (v,) para determinar a ex-
presséo de vy 41.

Un+1= 3¢ 2un+1
Uy = 3¢ 2kn fazemos a divisdo entre estas

duas expressées e simplificamos.
|
Un+l Se_zurul /

Un - 36_2u”

= e_2un+1_(_2un)

— e*2(un+1*un)
\ Como visto em cima:

u —up=-—1n3
=e_2><(_1n3) / n+1 n

_ ()

=32=9 — Ndo depende de n.

Un+1

Entéo, como Vn € IN temos =9 podemos afirmar

Un
que (vn) é uma progressio geométrica com razao igual
ag.

. Ao observar a forma como as sucessoes estdo defini-

das, (v,) chama a atencdo pela presenca de (—1)", que
muitas vezes significa que a sucessio ndo é monétona.
Assim, vamos calcular alguns termos desta sucesséo e
verificar se é esse o caso aqui.

U1 = 4 \
g —4 < 0= decrescimento

-9 ~ (7%) < 0= decrescimento

16
¥
vg=——
9 Q¢
| - 3% - (7 %) > (0 = crescimento
32 J/
Vg =——
27

Assim, concluimos que (vn) néo é mondtona e, por isso,
a frase:

(v,) é limitada e monétona.

é falsa.
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8. Comecamos por simplificar a expressio:

sen(2a) cos(2a)

—2senacosa+ (cos2 a —sen® a) i

z= .
cosa—isena
—sen (2a) +cos (2a) i
oz= .
cosa—isena
[—sen (2a) +cos (2a) i] (cosa+isena)
oz=

(cosa—isena)(cosa+isena)

~
sen? a+cosZ a=1

<z =-sen(2a)cosa—isen(2a)sena+

+icos(2a)cosa —cos(2a)sena

sen(2a+a)=sen(3a)

oz=-— (sen (2a)cosa + cos (2a) sen oc) +

+i (cos (2a)cos @ —sen (2a) sen a)

cos(2a+a)=cos(3a)

<z =-sen(3a)+icos(3a)

Como queremos que o afixo de z pertenca a bissetriz
dos quadrantes pares (y = —x) entdo:

cos(3a) = —(-sen(a))

<cos(3a) =sen(a)

<cos(3a) = cos (g - Sa)

©3a=g—3a+2knv3a=—(g—3a +okm ke

-

condicdo impossivel
T
<6a = §+2kn,k€Z

T kn

=—+—,keZ
12 3

<Sa

Vejamos agora, pela substituicdo de £ quais os a que
estéo no intervalo indicado:

k=0 = a:ze]o,n[ k=1= a:5—”€]0,n[
2 12

137

k=83=a=—
12

k=2 = a="clox] £]0,7]

k:—lza:—gi]o,n[

n 5m 3m
12°12° 4 |-

Logoae{—

9. Vamos comecar por fazer a representacdo, plano de
Argand, da regido correspondente ao conjunto A.

Im(z) Im(z)
0 Re(z) 0 Re(2)
Im(z)=0 Re(z)<0

Assim, a condicédo Im(z) v Re(z) corresponde a:

Im(z)

o Re(2)

Para entendermos a parte |z| < |1 + i| temos de saber
a que corresponde |1 + i|.

|1+i|=V12+12=V2
Ficamos com |z| < V2, ou seja, queremos considerar

todos os pontos que estdo a uma distincia a origem do
referencial inferior a v/2. Temos, portanto:

Im(z) ,
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Podemos agora representar a regido que resulta da
conjuncéo entre as duas condigdes:

(Im(z)z0VRe(z) <0) Alz] < |1+i]

Im(z) ,

3

Na opcéo (A) temos o nimero 323 — 2 que é igual a

—i+1. No entanto

|~i-2|=1/(-1)*+(-2)*= V5> V2

logo, este nimero néo pertence a A.

Na opgéo (B) temos o nimero i(1+i) que é igual a
—1+1i. No entanto

|-1+i|=\/(-1)*+ (1) = v2

portanto, este nimero também néo pertence a A

No caso da opg¢do (C), porque o nimero esta na forma

trigonométrica, ainda é mais facil percebermos que

néo pode pertencer a A pela mesma razio que a op-

¢do anterior: o seu médulo néo é inferior a v/2.

. . )

Assim, ficamos com a opc¢do (D), cujo médulo é = eo
. 2m

argumento é 3

Seja D o afixo do niimero desta opcéo.

Im(z)

10.

10.1.

10.2.

Na figura seguinte apresentam-se parte das repre-
sentacdes graficas das duas fungdes consideradas no
enunciado com x € [0,5]:

/hx g
J A\ %f x

Cada um dos segmentos verticais que se apresentam
na figura correspondem a um segmento [AB] com A e
B definidos como no enunciado.

y

Pedem-nos para determinar o méximo absoluto que
AB toma para valores de x € [0,5], ou seja, 0 maximo
absoluto da funcdo d que se pode definir do seguinte
modo:

d(x)=|f(x) - g(x)|, com x € [0,5]
Recorremos depois a calculadora para determinarmos

o ponto pedido e obtemos:

y
9,781

0 2,2635 5 x

Assim verificamos que maximo absoluto de d se atinge

quando x = 2,26.
Opcéo: (B)

Seja P (a,f(a)). Sendo a reta tangente paralela a ¢, va-

. 7
mos calcular o declive de ¢ - m; - e calcular a € |0, )

tal que f'(a) = m;.

Como
3
2y+3x+6=0©y:—§x—3

concluimos que m; = -5

Recorremos agora as capacidades graficas da calcula-
dora para representar a derivada de f e resolver a
equacao

@)=
fl@=~3
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o) 0,694 25

N o
R‘

Chegamos a a ~ 0,69.

Entéo

fla)=1(0,69) =5,71

Podemos agora substituir estes valores na equacéio da
reta tangente:

3
=——x+b
Y Zx

e determinar o valor de b pedido.

3
5,71=—§ x0,69+b < b=571+1,035<b~=6,7

11. O ponto de tangéncia é um ponto comum a circunfe-
réncia e a reta tangente. Quando nos dizem que esse
ponto tem abcissa igual a 8 e ordenada positiva entao
podemos excluir ja as opc¢des (B) e (D) uma vez que
nestes casos ao substituirmos x por 8 nas equacoes
das retas obtemos valores negativos para as respeti-
vas ordenadas.

Na opgéo (A), para x = 8 temos:

3
=-Sx8+11=5
y=-gx

entdo o ponto da reta com abcissa 8 é (8,5). Veja-
mos se este ponto pertence a circunferéncia de equa-
cdo x2+y2—10x:0:

82+52-10x8=0<9=0 Prop. falsa.

logo néo é ponto da circunferéncia.

Na op¢éo (C) temos o ponto (8,4) e se usarmos estes
valores para substituir o x e y na equacéo da circun-
feréncia ficamos com:

82+42-10x8=00=0 Prop. verdadeira.

12. Para determinarmos a 4rea do retangulo [CDEF] va-
mos primeiro colocar alguns comprimentos na figura
por forma a termos alguma orientacao:

OH =-2cosla OA=2

— ="

HB=2sena

< \

CH =2sena
AE = -2tga

CF = —-2tga—2sena

~~
FE =2-2cosa

Podemos fazer:
f(a):F_E xCF
=(2-2cosa) x (-2tga —2sena)

=—4tga—4sena+4cosatga+4senacosa

sena
=—4tga—4sena +4cosa- +4senacosa

=—4tga—4senma +4sena +4senacosa

=—4tga+4senacosa

:4tgoc(—1+cos2 a)

Pela formula funda-
| mental da trigonome-
/ tria

=4tga (— sen? a)

sena 2

=—4 sen“a

cosa

sen2 a

=—-4senacosa 5
cos“

sencx)2

=-2x2senacosa
cosa

2senacosa =sen |2«
)

= -2sen (2a)tg? @ /

13.
13.1. Em |1,+00[ a funcdo g esta definida como:

2
x“Inx—2
glx)= ——

e é valida a simplificagdo

2
gx)=xInx— -
x
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Para estudarmos o sentido das concavidades do gra-
fico da funcdo vamos calcular a segunda derivada de
g neste intervalo.

g'(x)= (xlnx - g)
x

!
=x'Inx+x (lnx)’ - (g)
x

1 2
:lnx+x><—+—2

X x

2
=lnx+1+—2

x

!
2
g (x)= (lnx +1+ —2)
X

!
= (1nx)’+ 1+ (%)

1 4
B X xx2 .7C3
_ x?—4
x3

Calculamos agora os zeros da segunda derivada em
busca de candidatos a pontos de inflexdo do grafico de
8.

2
-4
Y 0ex®-4=0A23#0
x
o x2=4 Ax#0
o x=+2 Ax#0
x 1 2 +00
+ 8 +

Y NEZS N 4

Temos concavidade voltada para baixo em |1,2] e vol-
tada para cima em [2,+oo].

Temos também um ponto de inflexdo com abcissa 2 e
cuja ordenada é:

~ 2%In2-2

g(2) 2

=2In2-1=1n22-1ne zln(é)
e

Assim, como queriamos mostrar, temos um ponto de

4
inflexdo de coordenadas | 2,In (—) .
e

13.2. Sendo g continua em |0,+oo] entdo é continua em

x =1 e, se isso acontece, sabemos que

lim g(x) = lim g(x) = g(1)
x—1" x—1*

Pela forma como esta definida a funcéo

2
x“Inx -2
lim g(x)= lim ——=-2=g(1
xll*g( ) xlﬁ g( )
Assim sendo,
o ehrtr 49
x—1~ x“—x
8 (ind.)
) e*kl‘f’k -1 x—1
< lim + =-2
=17 | x(x—-1)  x(x-1)
B e k(1) _1 x—T
olm [-—x——— |+ lim ————=-2
=1 x  —k(x—1) x—1" 5
—_—
=1
k —k(x-1) _q
< lim |[—— [ x lim ¢ +1=-2
x—1"| x x—1-| =k (x - 1)
k
) e k(x-1) _ 1 Sex— 1"
-k Xxlf?, 7 (x—l) =-3 \ entdo —k (x—1) — 0%
(dependendo do sinal
) de k)
o—k lim e’ -1 -_3 Seja y=-k (xfl)
y—0* ¥y entdo y — 0%

Limite notavel =1
o—-kx1=-3

<k=3

Podiamos também usar a calculadora para represen-
tar a funcéo com o k substituido por cada valor pre-
sente nas op¢oes. Para k = 3 ficava:

Ny

e, embora sem certezas da continuidade da funcéo,
como nos restantes casos essa descontinuidade era
evidente, apenas restava esta hipétese como verda-
deira.
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14. Queremos determinar, em R, o conjunto solugéo de:
4
ev2 2 =g

sabendo que @ € R* e que Ina = 3.

Temos entéo:

4
ez 2 >q \
\ D =R\ {2}
~ 3
4 Se Ina =3 entdo a = e°.
ez >3 /

le>1
4
o 4 C2x(x-2) 3(x-2) -0
x—2 x—2 x—2

4-2x2+4x-3x+6
< >
x—2

222 +x+10
Q—
x—2

>0 ——> A considerar para a solucgdo.

e Zeros do numerador
—2x2+x+10=0

—1+41/12-4x(-2)x 10
2><(—2)

e Zeros do denominador

x—2=0cx=2

X —00 -2 2 g +00
—2x2 +x+10 - 0 + 4 4 0 -
x—2 - - - 0 + + + K
)
2x*“+x+ 10 + 0 _ d + 0 _
x—2

Entéo S = |—00,-2| U

2,=1.
2

15. Sejam P e @ os pontos onde a reta t é tangente as
fungoes f e g, respetivamente.

Do ponto @ sabemos ter abcissa igual a a > 0 e, por-
tanto, @ (a,Ina).

Digamos que a abcissa do ponto P é b, entdo P (b, eb).

Por outro lado, sendo ¢ tangente a g no ponto de ab-
cissa a, o declive da reta t - m; - é igual a g'(a). Temos
que:

1l 1
g'(w)=(Inx) = -

entao

1
/
my;=g'(a)=— (%)
a
Pelas mesmas razoes, esse declive também ¢é igual a

f'(®). Como f'(x) = (e*) = e, ficamos com f'(b) = e?,
que conduz a igualdade:

Assim, conseguimos determinar b em funcéo de a:

b= ln(l) =In (a_l) =-In(a)

a

1
Com isto concluimos que P (— Ina, —).
a

Usemos os pontos P e @ para determinar uma expres-
séo para o declive de ¢:

yp-yq o ~In@
m;= =

= (k%)
xp—-x9 —In(a)-a
De (%) e (x%) sai:
1 z-In(@
a —In(a)—-a

o—-In(a)-a=1-aln(a)
o—-In(@)+aln(a)=1+a
@1n(a)(—1+a) =1+a

a+1
<ln(a) = ]

como se pedia para mostrar.

Prova modelo n.® 3
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