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Uma resolução do exame de Matemática A (1.ª fase de 2021)

1.1. C Não podem ser as opções (B) e (D) pois os 

vetores diretores dessas retas, (0,3,−3) e (2,0,−3), não 

são perpendiculares ao vetor diretor de EF, (−3,−2,2) 

(já que o produto escalar entre os vetores não é 0); 

Vejamos se o ponto E(7,2,15) pertence à reta da opção: 

(A): (7,2,15) (7, 3,3) (2, 3,0)k= − + −  

7 7 2

2 3 3

15 3

k

k







= +

=− −

=

 →  proposição falsa. 

(C): (7,2,15) (7, 10,3) (0,3,3)k= − +  

7 7 7 7

2 10 3 4

15 3 3 4

k k

k k

 
 
 
 
 

= =

=− + =

= + =

  →  proposição verdadeira. 

1.2. O centro da superfície esférica é B(0,y,0) e o raio é 

2 2 2(7 6) (2 10) (15 13)r BD EG= = = − + − + −  

2 2 21 ( 8) 2 69= + − + =  

O ponto B pertence ao plano ABG; como este plano é 

perpendicular à reta EF, um vetor normal ao plano é o 

vetor diretor dessa reta, ie, (−3,−2,2). 

Assim, uma equação de ABG é 3 2 2 0x y z d− − + + = ; 

dado que G(6,10,13)  ABG, vem que: 
3 6 2 10 2 13 0 12d d−  −  +  + =  =  

Assim, tem-se 3 2 2 12 0x y z− − + + =  e como BABG, 

3 0 2 2 0 12 0 6 (0,6,0)y y B−  − +  + =  = →  

  a equação da superfície esférica é 

2 2 2 2( 0) ( 6) ( 0) ( 69)x y z− + − + − = , ie, 

2 2 2( 6) 69x y z+ − + =  

Outro processo para determinar B: Os vetores GE  e 

GB  são perpendiculares, logo 0GE GB = ; 

(1, 8,2)GE E G= − = −  e  

( 6, 10, 13)GB B G y= − = − − −  pelo que: 

(1, 8,2) ( 6, 10, 13) 0 6 8 80 26 0y y−  − − − = − − + − =  

8 48 6y y− = −  =  

 

2. Área [ABC] = 
( ) 2

2 2 2
AD CO ODBC CD AD OD+ = =  

AD OD=   

( ) 3AD
AO

sen sen AD  − =  =  

cos( ) OD
AO

 − =  

3( cos ) OD − =  

 a área do [ABC] é dada por 

3 ( 3cos ) 9 cossen sen    − = −  QED 

3. D Dados os acontecimentos E: «O estudante é 

estrangeiro» e R: «O estudante é uma rapariga», sabe-

se que ( ) 0,6P R =  e ( ) 0,15P R E =  e pretende-se 

determinar ( | )P E R . Tem-se a tabela de contingência: 

 E E   

R   0,6 

R  0,15 0,25 0,4 

   1 

( ) 0,25
0,4( )

( | ) 0,625
P E R

P R
P E R


 = = =  

 

4. A conduzir 2 veículos diferentes, vão 2 dos 3 

dirigentes: 3A2 

No automóvel há 2 jogadores de cada sexo: 5C2  5C2 

Tirando os condutores, os restantes lugares são todos 

diferentes: 4!  8! 

 uma expressão é 
3 5 2

2 2 4! 8!( )A C    

 

5. Dados os acontecimentos R: «O aluno é uma 

rapariga» e D: «O aluno tem 17 anos», tem-se a tabela 

de contingência: 

 D D   

R 12 18
3

6=  18 

R  
12
3

4=  8 12 

 16 14 30 

1.º processo O n.º de casos possíveis é 30C5 (escolhem-

se 5 de uma só vez) e, dado que os gémeos já estão 

escolhidos, vem que 
16 12

2 1
30

5

0,100105
C C

C
P


=   0,01 

2.º processo O n.º de casos possíveis é 30A5 (escolhem-

se 5, um de cada vez) e, dado que os gémeos já estão 

escolhidos, vem que 
16 12

2 1
30

5

5!C C

A
P

 
=  0,01 

 

6. A Seja r a razão da progressão. 
3

5 5 584 108 4 108v v v v r=  =  =   =  

3 3
5 54 4 108 4 27 3v r v r =  =  =  = =  

56 4 3 12v v r =  =  =  

 

7. Como 1 1  se  ímpar

1  se  par
( 1)n n

n

+



=
−

− , vem que: 
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1   se  ímpar

1   se  par

2

2
n

n
n

n
n

u







+
=

−
; como são os termos de ordem 

ímpar: 83 67 83 671 1
41 33 41 33

2 2 2n n +   −   −  

1 1 1
41 33

41 33n n       

 os termos de ordem ímpar no intervalo dado são os 

33.º, 35.º, 37.º, 39.º e 41.º, num total de 5. 

8. B 
4

3
28

3
4 28 7

( )2

2

i

i

i ie

e
w e e





  −
= = =  

Seja t o complexo com vértice 

no semieixo real positivo; se os 

vértices forem consecutivos, 
2

7 14
0 − = , ou seja, o polígono 

tem 14 vértices; se não forem consecutivos, o polígono 

tem mais de 14 vértices. 

 

9. 
( 3 2 )(1 2 ) 3 6 2 4 7 4 2

2 2 2 2
i i i i i i

i i i i
w

− + + − − + − − − +
− − − +

= = =   

2 2
14 7 8 4 10 15

52
2 3i i i

i
i− − − + − −

−
= = = − −  

2 2( 2) ( 3) 13w = − + − =   

(−2,−3)  3.º Q, logo 
2

( ) ,Arg w   − −
 

; como 

3
2

( ( )) 1tg Arg w −
−

=  , vem que 3
4 2

( ) ,Arg w    − −
 

 

 a proposição 3
4 2

13 ( ) ,w Arg w   =   − −
 

 é 

verdadeira QED 

 

10.1. Vejamos se 
1 1

lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
− +→ →

= =  

2

1
lim ( ) 1 (1 ln1) 1 (1)

x
f x f

−→
= − + = − =  

1

2

0
0

1 1

5 5
3 4

lim ( ) lim
x

x x

e
x x

f x
−

+ +→ →

−
+ −

= =  

1 1

lim.not.

1 01 1

5( 1) 1 5
1 4( 1)( 4)

lim lim lim
x x

xx x

e e
x xx x

− −

+ +− →→ →

− − − −
− +− +

= =   

1 ( 1) 1 (1)f=  − = − =  

Dado que 
1 1

lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
− +→ →

= = , conclui-se 

que f é contínua em x = 1. 

10.2. Em ]0,1[, 2'( ) ( (1 2ln )) 'f x x x= − +  

2 2( ) '(1 2ln ) (1 2ln ) 'x x x x= − + − +  

22 (1 2ln )x x x= − + − 12
x

  2 4 ln 2x x x x= − − −  

4 (1 ln )x x= − +  

'( ) 0 4 0 1 ln 0 0f x x x x= − =  + =  = ln 1x = −  

1x e− =  

 

x 0  1e−   1 

'f  //////// + 0 − //////// 

f ////////  Máx.  //////// 

 a função f é crescente em ]0,
1e− ], é decrescente em 

[
1e− ,1[ e tem um máximo relativo igual a 

1 1 1 2

1

2(1 2ln ) (1 2ln )( ) ( )f e e e e e− − − −= − + = − − = 2
1
e

 

 

11. Pretende-se mostrar que a equação 1
2

'( )g x = −  é 

possível em 3
2 2

,  
 

; ora, '( ) ( cos ) ' ( ) 'g x x x senx= +  

( )

'cos ( ) cos 2cos
f x

x x x senx x x xsenx= + − + = −  

A função f é contínua em 3
2 2

,  
 

 por estar definida 

pela diferença de funções contínuas em . 

2 2 2
( ) 2 0 1f   =  −  = −  

3 3 3
2 2 2

( ) 2 0 ( 1)f   =  − − =  

 1
2

−  está entre 
2

( )f   e 3
2

( )f  , logo, pelo teorema 

de Bolzano-Cauchy, a equação 

1 1
2 2

( ) '( )f x g x= −  = −  é possível em 3
2 2

,  
 

  

1
2

'( )g x = −  é possível em 3
2 2

,  
 

 QED 

 

12. y = mx + b quando x → +, onde: 

3

( )
lim lim

x x

x
h x

xm
→+ →+

= =
22 lnx x

x

− 2

22 ln
lim

x
x

x x→+ −
=  

2
lim

x

x
→+

=
2x

2

0lim.not.=0

ln
1 1

2ln 12 lim lim2( )
x x

x
x

x
x x→+ →+

− −
= =  

( )3

2
1 1
2 22 ln

lim ( ) lim[ ]
xx

x
x x

b h x x x
→+→+ −

 = − = −  

32lim
x

x
→+

=
32x−

2

2
ln

4 2ln
lim

x

xx x

x x




→+

+

−
=

2

ln x
x

x
2

2ln4( )x
x

−
 

lim.not.=0

0lim.not.=0

lnlim 0
4 0ln 24 lim lim

0x

x x

x
x

x
x x

→+

→+ →+
−− 

= = =  

 existe uma assíntota oblíqua de equação 1
2

y x=  

 

13.1. B Diferença pedida = 

1,44

1,8
2

(0) 0,54a − =  

13.2. Decorridos t1 minutos após o início do 

w 

Re(z) O 
t 

Im(z) 

 1 3 −4 

1  1 4 

 1 4 0 
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vazamento, a altura do combustível no depósito é igual 

a um certo valor → a(t1) = k 

Sabe-se que, passado igual período de tempo, a altura 

do combustível no depósito é igual a metade desse 

valor → 1
1

( )

2 2
(2 )

a tka t = =  

 a equação a resolver na calculadora é: 

2
3

1 2

2
31,8 (0,216 0,0039 )

2
1,8 (0,216 0,0078 )

y y

t
t

− +
− + =  

Gráficos na janela de visualização [0,300][0;1,8]. 

 

 

 

 

 

 

 o valor de t1 é 177,7137178 minutos, ou seja, 

aproximadamente 120+58 minutos, ie, t1  2h58min 

 

14. ex−1 > 0, logo o domínio da condição é: 

{ :1 0} ,1] [x x −  = − ; nesse domínio: 

1.º processo 

1 1ln((1 ) ) ln(1 ) lnx xx e x x e x− −− =  − + =  

ln(1 )x x − + 1 x− = ln(1 ) 1 1x x e − =  − =  

1 e x − =  que pertence ao domínio. 

 x = 1 − e 

 

2.º processo 

1 1ln((1 ) ) (1 )x x xx e x x e e− −− =  − =  

(1 ) xx e − 1 xe e− =
0

1
xe

x e


 − =   x = 1 − e 

 

15. ( ) ( ) (2 ) cosf x g x ksen x k x=  =  

0

( (2 ) cos ) 0 (2 ) cos 0
k

k sen x x sen x x


 − =  − =  

2 cos cos 0 cos (2 1) 0senx x x x senx − =  − =  

,
2 2

1
2 2 6 2

cos 0

[ ]x

x senx x x x
 

  

 −

 =  = = −  =  =  

2 2
( ) 0 0 ( ,0)g k A − =  = → −  

3 3
6 2 6 2

( ) ( , )kg k B =  →  

2 2
( ) 0 0 ( ,0)g k C =  = →  

Se o [ABC] é retângulo em B, então 

0AB BC AB BC⊥   =  

Dado que 3 32
6 2 2 3 2

( , ) ( , )k kAB B A   = − = + =  e 

3 3
2 6 2 3 2

( , ) ( , )k kBC C B   = − = − − = − , tem-se 

2 23 3 32 2
3 2 3 2 9 2

( , ) ( , ) 0 ( ) 0k k k   − =  − =  

2 2 2 22 22 3 4 2 8
9 4 3 9 27

k k k  


 =  =  =  

Como k > 0, 
28

27
k = = 8

27
  

 

 

FIM 

 

y 

O 

 
y1 

177,7137           t 

y2 

0,43 


