
OmegaMat Resolução do Exame Nacional de Matemática A

2ª Fase setembro de 2021

12.º Ano de Escolaridade

1. .

1.1. Centro da superf́ıcie esférica: R(−5; 5;−3)

Raio da superf́ıcie esférica: QR, visto que a superf́ıcie esférica contém o ponto Q(−2; 1; 1)

Assim,

QR =
√

(−2− (−5))2 + (1− 5)2 + (1− (−3))2 =
√

(−2 + 5)2 + (1− 5)2 + (1 + 3)2 =

=
√

9 + 16 + 16 =
√

41

Assim sendo, a condição que define a superf́ıcie esférica de centro no ponto R e que contém o ponto Q é

(x− (−5))2 + (y − 5)2 + (z − (−3))2 =
(√

41
)2

, ou seja, (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 41

Resposta: (C)

1.2. Seja α o plano perpendicular à reta SR e que contém o ponto P

Assim, um vector normal a α poderá ser
−→
SR

Como [PQ] e [SR] são paralelos, tem-se que
−−→
PQ também é um vetor normal ao plano α

Ora,

−−→
PQ = Q− P = (−2; 1; 1)− (1;−1; 2) = (−2− 1; 1 + 1; 1− 2) = (−3; 2;−1)

Logo,

α : −3x+ 2y − z + d = 0, d ∈ R

Como o plano contém o ponto P (1;−1; 2), vem,

−3× 1 + 2× (−1)− 2 + d = 0⇔ −3− 2− 2 + d = 0⇔ d = 7

Portanto, α : −3x+ 2y − z + 7 = 0

2. Ora,

� tan(π − α) = − tan(α)

� sin
(
α− π

2

)
= sin

[
−
(π

2
− α−

)]
= − sin

(π
2
− α−

)
= − cos(α)

� cos

(
−7π

2
+ α

)
= cos

(
−8π

2
+
π

2
+ α

)
= cos

(
−4π +

π

2
+ α

)
= cos

(π
2

+ α
)

= − sin(α)
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Também se sabe que, sin
(
α− π

2

)
= −1

5
, então, vem,

− cos(α) = −1

5
⇔ cos(α) =

1

5

Pela lei fundamental da trigonometria, tem-se,

sin2(α) +

(
1

5

)2

= 1⇔ sin2(α) +
1

25
= 1⇔ sin2(α) = 1− 1

25
⇔ sin2(α) =

25

25
− 1

25
⇔ sin2(α) =

24

25
⇔

⇔ sin(α) = ±
√

24

25
⇔ sin(α) = ±2

√
6

5

Como sin(α) > 0, dado que α ∈
]
0;
π

2

[
, resulta,

sin(α) =
2
√

6

5

De tan(α) =
sin(α)

cos(α)
, vem,

tan(α) =

2
√

6

5
1

5

= 2
√

6

Deste modo, tem-se que,

tan(π − α) + 2 cos

(
−7π

2
+ α

)
= − tan(α)− 2 sin(α) = −2

√
6− 4

√
6

5
= −14

√
6

5

3. .

3.1. Número de casos posśıveis: 12C6

Do total de raquetes escolhem-se seis para um conjunto
As outras seis raquetes vão para o outro conjunto

Número de casos favoráveis: 6C3 ×6 C3

Escolhem-se três das seis raquetes de badmı́nton e três das seis raquetes de ténis, para um conjunto

Portanto, a probabilidade pedida é P =
6C3 ×6 C3

12C6
=

400

924
≈ 0.43

Resposta: (B)

3.2. Consideremos os acontecimentos

A : O sócio é do sexo feminino

B : O sócio pratica badmı́nton

Assim,

P (A) = 65% =
13

20

P (A) = 35% =
7

20

P (B|A) =
1

7

P (A|B) =
5

6
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Ora,

P (A|B) =
5

6
⇔ P (A ∩B)

P (B)
=

5

6
⇔ P (A ∩B) =

5

6
P (B)

P (B|A) =
1

7
⇔ P (B ∩A)

P (A)
=

1

7
⇔ P (B ∩A) =

1

7
P (A)⇔ P (B ∩A) =

1

7
× 7

20
⇔ P (B ∩A) =

1

20
⇔

⇔ P (B)− P (A ∩B) =
1

20
⇔ P (B)− 5

6
P (B) =

1

20
⇔ 1

6
P (B) =

1

20
⇔ P (B) =

6

20
⇔ P (B) =

3

10

Portanto,

P (A ∩B) =
5

6
P (B) =

5

6
× 3

10
=

1

4

Pretende-se determinar P (A ∩B)

P (A ∩B) = P (A)− P (A ∩B) =
13

20
− 1

4
=

2

5
= 0.4 = 40%

4. Para construir um triângulo é necessário escolher três pontos das duas retas e de forma que não sejam
colineares

Assim, dois casos podem ocorrer:

� Escolhem-se dois pontos da reta r e um ponto da reta s: existem 5C2×nC1 = 10n maneiras distintas
de fazer essa escolha

� Escolhe-se um ponto da reta r e dois pontos da reta s: existem 5C1×nC2 = 5× n!

2!× (n− 2)!
maneiras

distintas de fazer essa escolha

Como existem 175 triângulos, resulta,

10n+ 5× n!

2!× (n− 2)!
= 175⇔ 10n+ 5× n(n− 1)(n− 2)!

2× (n− 2)!
= 175⇔ 10n+ 5× n(n− 1)

2
= 175⇔

⇔ 20n+ 5n(n− 1) = 350⇔ 4n+ n(n− 1) = 70⇔ n2 + 3n− 70 = 0⇔ n =
−3±

√
32 − 4× 1× (−70)

2× 1
⇔ n = −10 ∨ n = 7

Como n é um número natural, tem-se que n = 7

Resposta: A reta s tem 7 pontos

5. Ora,

lim(vn) = lim

(
2− 5

n+ 3

)
= 2−

Assim,

lim g(vn) = lim
x→2−

g(x) = 1

Resposta: (B)
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6. Dos dados do problema, resulta,

u6 + u20 = −5 ∧ u19 = 4u7 ⇔ u1 + 5r + u1 + 19r = −5 ∧ u1 + 18r = 4 (u1 + 6r)⇔

⇔ 2u1+24r = −5∧3u1+6r = 0⇔ 2u1+4×6r = −5∧6r = −3u1 ⇔ 2u1+4×(−3u1) = −5∧6r = −3u1 ⇔

⇔ 2u1 − 12u1 = −5 ∧ 6r = −3u1 ⇔ −10u1 = −5 ∧ 6r = −3u1 ⇔ u1 =
5

10
∧ 6r = −3u1 ⇔

⇔ u1 =
1

2
∧ 6r = −3u1 ⇔ u1 =

1

2
∧ 6r = −3× 1

2
⇔ u1 =

1

2
∧ 6r = −3

2
⇔ u1 =

1

2
∧ r = − 3

12
⇔

⇔ u1 =
1

2
∧ r = −1

4

Pretende-se, S16 = u1 + u2 + · · ·u16

Termo geral de (un) : un = u1 + (n− 1)r =
1

2
− 1

4
(n− 1)

u16 =
1

2
− 1

4
(16− 1) =

1

2
− 15

4
= −13

4

S16 = u1 + u2 + · · ·u16 =
u1 + u16

2
× 16 = 8u1 + 8u16 = 8× 1

2
+ 8×

(
−13

4

)
= 4− 26 = −22

7. Seja, w = |w|eiθ

De z × w = i, resulta,

2ei
3π
5 × |w|eiθ = ei

π
2 ⇔ 2|w|ei(

3π
5 +θ) = ei

π
2

Assim, deverá ter-se
3π

5
+ θ =

π

2
+ k2π, k ∈ Z⇔ θ =

π

2
− 3π

5
+ k2π, k ∈ Z⇔ θ = − π

10
+ k2π, k ∈ Z

Considerando k = 1, vem, θ = − π

10
+ 2π =

19π

10

Resposta: (A)

8. Seja z = x+ yi, x, y ∈ R

Então,

(1 + 2i) z + (1− 2i) z + 10 = 0⇔ (1 + 2i) (x+ yi) + (1− 2i) (x− yi) + 10 = 0⇔

⇔ x+yi+ 2xi+ 2yi2 +x−yi−2xi+ 2yi2 + 10 = 0⇔ 2x−4y+ 10 = 0⇔ 4y = 2x+ 10⇔ y =
2

4
x+

10

4
⇔

⇔ y =
1

2
x+

5

2

Assim,

z = x+ yi = x+

(
1

2
x+

5

2

)
i, x ∈ R

Ora,

|z| =

√
x2 +

(
1

2
x+

5

2

)2

=

√
x2 +

1

4
x2 +

5

2
x+

25

4
=

√
5

4
x2 +

5

2
x+

25

4
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O módulo de z toma valor mı́nimo quando x é a abcissa do vértice da parábola, gráfico da função

f(x) =
5

4
x2 +

5

2
x+

25

4

Abcissa do vértice da parábola: xV = −

5

2

2× 5

4

= −

5

2
5

2

= −1

Logo, z = −1 +

(
1

2
× (−1) +

5

2

)
i = −1 + 2i

9. .

9.1. .

� Determinemos lim
x→−∞

f(x)

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x− e−x

x
=(∞∞ ) lim

x→−∞

x

x
− lim
x→−∞

e−x

x
= lim
x→−∞

(1)− lim
y→+∞

ey

−y
=

= 1 + lim
y→+∞

ey

y
= 1 +∞ = +∞

Fez-se a mudança de variável

y = −x⇔ x = −y

Se x→ −∞, então, y → +∞

Aplicou-se o limite notável: lim
x→+∞

ex

x
= +∞

Logo, quando x→ −∞, o gráfico da função f não admite assintota horizontal

� Determinemos lim
x→+∞

f(x)

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(√
x2 + 1

x+ 1
− 3

)
= −3 + lim

x→+∞

√
x2 + 1

x+ 1
= −3 + lim

x→+∞

√
x2 + 1√

(x+ 1)
2

=

= −3+ lim
x→+∞

√
x2 + 1

x2 + 2x+ 1
= −3+ lim

x→+∞

√√√√√√√
x2
(

1 +
1

x2

)
x2
(

1 +
2x

x2
+

1

x2

) = −3+

√√√√√√√
lim

x→+∞

(
1 +

1

x2

)
lim

x→+∞

(
1 +

2

x
+

1

x2

) =

= −3 +

√
1 + 0

1 + 0 + 0
= −3 + 1 = −2

Logo, quando x→ +∞, o gráfico da função f admite uma assintota horizontal de equação y = −2

Concluindo:

o gráfico da função f admite uma única assintota horizontal de equação y = −2
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9.2. Determinemos a expressão da função derivada de f , quando x < 0

f(x) =
x− e−x

x

f ′(x) =

(
x− e−x

x

)′
=

(x− e−x)
′ × x− (x− e−x)× x′

x2
=

(1 + e−x)× x− (x− e−x)× 1

x2
=

=
x+ xe−x − x+ e−x

x2
=
xe−x + e−x

x2
=
e−x (x+ 1)

x2

Ponto de tangência: T (−2; f(−2))

f(−2) =
−2− e−(−2)

−2
=

2 + e2

2

Logo, T

(
−2;

2 + e2

2

)
Sejat : y = mx+ b,m, b ∈ R, a reta tangente

Então,

m = f ′(−2) =
e−(−2) (−2 + 1)

(−2)2
= −e

2

4

Assim,

t : y = −e
2

4
x+ b, b ∈ R

Como a reta passa em T , vem,

2 + e2

2
= −e

2

4
× (−2) + b⇔ b =

2 + e2

2
− e2

2
⇔ b =

2 + e2 − e2

2
⇔ b =

2

2
⇔ b = 1

Portanto, a equação reduzida da reta tangente pedida é y = −e
2

4
x+ 1

10. h(x) = sin(x) + cos2(x)

Determinemos a função derivada de h(x)

h′(x) =
(
sin(x) + cos2(x)

)′
= cos(x) + 2 cos(x)× (cos (x))

′
= cos(x) + 2 cos(x)× (− sin(x)) =

= cos(x)× (1− 2 sin(x))

Determinemos os zeros de h′(x)

h′(x) = 0⇔ cos(x)× (1− 2 sin(x) = 0)⇔ cos(x) = 0 ∨ 1− 2 sin(x) = 0⇔ cos(x) = 0 ∨ sin(x) =
1

2
⇔

⇔ cos(x) = cos
(π

2

)
∨ sin(x) = sin

(π
6

)
⇔ x =

π

2
+ kπ ∨ x =

π

6
+ k2π ∨ x = π − π

6
+ k2π, k ∈ Z⇔

⇔ x =
π

2
+ kπ ∨ x =

π

6
+ k2π ∨ x =

5π

6
+ k2π, k ∈ Z

Atribuindo valores a k, resulta,

k = 0 7→ x =
π

2
∨ x =

π

6
∨ x =

5π

6

k = 1 7→ x =
π

2
+ π ∨ x =

π

6
+ 2π ∨ x =

5π

6
+ 2π
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∴ x =
3π

2
∨ x =

13π

6
∨ x =

17π

6

k = −1 7→ x =
π

2
− π ∨ x =

π

6
− 2π ∨ x =

5π

6
− 2π

∴ x = −π
2
∨ x = −11π

6
∨ x = −7π

6

Como x ∈
[
0;
π

2

[
, tem-se que x =

π

6

Quadro de sinal de h′(x)

x 0
π

6

π

2
cos(x) 1 + + + 0

1− 2 sin(x) 1 + 0 − 1
h′ 1 + 0 − n.d.

h(x) 1 ↗ 5

4
↘ n.d.

Cálculos auxiliares

h (0) = sin (0) + cos2 (0) = 0 + 1 = 1

h
(π

6

)
= sin

(π
6

)
+ cos2

(π
6

)
=

1

2
+

(√
3

2

)2

=
1

2
+

3

4
=

2

4
+

3

4
=

5

4

Concluindo:

A função h é crescente em
[
0;
π

6

]
e é decrescente em

[π
6

;
π

2

[
A função atinge o máximo absoluto

5

4
, para x =

π

6
e o mı́nimo absoluto 1, para x = 0

11. .

11.1. Teremos de resolver a equação T (t1) = 30

T (t1) = 30⇔ 20 + 100e−kt1 = 30⇔ 100e−kt1 = 30− 20⇔ 100e−kt1 = 10⇔ e−kt1 =
10

100
⇔

⇔ e−kt1 =
1

10
⇔ −kt1 = ln

(
1

10

)
⇔ kt1 = − ln

(
1

10

)
⇔ kt1 = ln

[(
1

10

)−1]
⇔

⇔ kt1 = ln (10)⇔ k =
ln(10)

t1

Resposta: (C)
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11.2. Sabe-se que T (t) = 20 + 100e−0.04t

T (t2) = 20 + 100e−0.04t2

T (0) = 20 + 100e−0.04×0 = 20 + 100e0 = 20 + 100 = 120

A taxa média de variação no intervalo [0; t2] é dada por

T (t2)− t(0)

t2 − 0
=

20 + 100e−0.04t2 − 120

t2
=
−100 + 100e−0.04t2

t2

Pretende-se determinar t2 de modo que
−100 + 100e−0.04t2

t2
= −2.4

Inserir as funções

y1 =
−100 + 100e−0.04t2

t2

y2 = −2.4

Ajustar a janela de visualização

[0; 60]× [−4; 4]

Procurar a abcissa do ponto de interseção dos gráficos

das funções y1 e y2

Ponto de interseção: A(28.157,−2.4)

Assim, t2 = 28.157 min

Ora, 0.157 min = 0.157× 60 ≈ 9 s

Resposta: t2 = 28min9s

y1

y2

O

60

−2.4

≈ 28.157

A

t

y

Figura 1

12. Ora,

� lim
x→0−

g(x) = lim
x→0−

(
x3 − x
x2 − x

+ k

)
= lim
x→0−

x(x2 − 1)

x(x− 1)
+ k = lim

x→0−

x2 − 1

x− 1
+ k =

0− 1

0− 1
+ k = 1 + k

� lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

(2 + x ln(x)) = 2 + lim
y→+∞

1

y
ln

(
1

y

)
= 2 + lim

y→+∞

1

y
(− ln (y))

= 2− lim
y→+∞

ln(y)

y
= 2− 0 = 2

Fez-se a mudança de variável

y =
1

x
⇔ x =

1

y

Se x→ 0+, então y → +∞

Aplicou-se o limite notável lim
x→+∞

ln(x)

x
= 0

Como para existir lim
x→0

g(x), deverá ter-se lim
x→0−

g(x) = lim
x→0+

g(x), vem,

1 + k = 2⇔ k = 2− 1⇔ k = 1
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13. Domı́nio da equação;

D = {x ∈ R : 1− x > 0 ∧ 3− 2x > 0} =

{
x ∈ R : x < 1 ∧ x < 3

2

}
= {x ∈ R : x < 1} = ]−∞; 1[

Resolvendo a equação, vem,

x ln(1− x)− ln(1− x) = (1− x) ln(3− 2x) ∧ x < 1⇔

⇔ (x− 1) ln(1− x)− (1− x) ln(3− 2x) = 0 ∧ x < 1⇔

⇔ (x− 1) ln(1− x) + (x− 1) ln(3− 2x) = 0 ∧ x < 1⇔

⇔ (x− 1) [ln(1− x) + ln(3− 2x)] = 0 ∧ x < 1⇔

⇔ (x− 1 = 0 ∨ ln(1− x) + ln(3− 2x) = 0) ∧ x < 1⇔

⇔ (x = 1 ∨ ln [(1− x)(3− 2x)] = 0) ∧ x < 1⇔

⇔ (1− x)(3− 2x) = e0 ∧ x < 1⇔ 3− 2x− 3x+ 2x2 = 1 ∧ x < 1⇔

⇔ 2x2 − 5x+ 2 = 0 ∧ x < 1⇔ x =
5±

√
(−5)2 − 4× 2× 2

2× 2
∧ x < 1⇔

⇔
(
x =

1

2
∨ x = 5

)
∧ x < 1⇔ x =

1

2

C.S. =

{
1

2

}
14. Seja θ a amplitude do ângulo AOB

O ponto A tem coordenadas (1; 0) e o ponto B tem coordenadas (cos(θ); sin(θ))

Como o triângulo [AOB] tem área igual a k, vem,

A[AOB] = k ⇔ OA× sin(θ)

2
= k ⇔ 1× sin(θ)

2
= k ⇔ sin(θ) = 2k

Por outro lado,

AÔC = AÔB +BÔC = θ + 2θ = 3θ

Assim,

C(cos(3θ); sin(3θ))

De sin(θ) = 2k e pela lei fundamental da trigonometria, tem-se,

(2k)2 + cos2(θ) = 1⇔ 4k2 + cos2(θ) = 1⇔ cos2(θ) = 1− 4k2

Ora,

Ordenada do ponto C =sin(3θ) = sin(θ + 2θ) = sin(θ) cos(2θ) + cos(θ) sin(2θ) =

= sin(θ)
[
cos2(θ)− sin2(θ)

]
+ 2 cos(θ) sin(θ) cos(θ) = sin(θ)

[
cos2(θ)− sin2(θ)

]
+ 2 cos2(θ) sin(θ) =

= 2k ×
(
1− 4k2 − 4k2

)
+ 2× 2k × (1− 4k2) = 2k − 16k3 + 4k − 16k3 = 6k − 32k3
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