! ! OMEGAMAT Resolucao do Exame Nacional de Matematica A

12 Fase | junho de 2022

12.2 Ano de Escolaridade

1. Analisando cada uma das opcoes, verifica-se que

lim

(=D"

1
= lim {(—1)” X } = 0, visto que a sucessao de termo geral (—1)" ¢é limitada
n
- 1 -
(-1 < (-1)" <1,¥n € N) e a sucessao de termo geral — tem limite zero
n
Trata-se do produto de um infinitésio por uma sucessao limitada, portanto, convergente para zero

Resposta: B

2. Sabe-se que a soma dos cinco primeiros termos da progressao é igual a 211, logo, tem-se,

1_(2>“’ L3 211
o BYE! 3
85:211<:>u1><732:2114:>u1><%:211@u1x%3:211@%:1@
1-2 - -
3 3 3

243
<:>3U1:243¢>U1:7<:>U1:81

Desta forma, resulta que

—six (2 4—81><E—16
= 3) T s
3. De P (B) = 0.6, resulta, 1 — P(B) = 0.6 < P (B)=1-0.6 & P (B) = 0.4
Ora,
P(AUB) = P(A)+ P(B), visto que P(ANB) =0
Assim, tem-se,
P(AUB)=0.6 < P(A)+ P(B)=0.6 < P(A) +04 =06« P(A)=0.6 - 0.4 < P(A) =0.2

Portanto, P (A) =1—P(A)=1-0.2=0.8

Resposta: D
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4. 3 x12 Cy representa o ntimero de maneiras distintas de escolher uma das trés cores das pecas e, para a cor
que se escolheu, colocar duas pecas dessa cor em duas casas do tabuleiro

3Cy x'2 A, representa o nimero de maneiras distintas de escolher duas cores das trés cores das pecas, e
para essa escolha, colocar uma peca de cada cor em duas casas do tabuleiro

5. Sejam os acontecimentos:
A : 70 aluno jogou Seméforo”
B : 70 aluno jogou Rastros”

Daqui, tem-se,

P(B) =0.25

P(B)=1—P(B)=1-0.25=0.75
1

P(A[B) = £ =022

Pretende-se o valor de P(AN B)

Ora,

B) — P(ANB) _ P(A) - P(ANB)
P(A|B) =02« PE) 0.2 & BE

=02 0.75— P(ANB) =0.2x0.25 <
& 05— P(ANB) =0.05< P(ANB) =0.5—0.05 < P(AN B) = 0.45

Assim,

3
P(ANB) = P(B) ~ P(ANB) = 0.75 - 045 = 0.3 =

6.1. Um vetor normal ao plano que contém a baso do cone é 3(0; 4;-3)

Portanto, um vetor normal do plano perpendicular ao plano que contém a base do cone pode ser
_)
o (1;3;4)

E uma equagao cartesian deste plano pedido é x +3y +42+d=0,d € R

Como o ponto T'(1;2; —1) é ponto deste plano, resulta,
143x244x(-1)+d=0=14+6—-44+d=0&d=-3

Portanto, uma equacao cartesiana do plano pedoido é x + 3y + 42z —3 =0, ou seja, x + 3y + 4z =3

Resposta: D
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6.2. Para determinar o volume do cone, necessitamos de determinar a medida de compeimento da sua
altura

Determinemos as coordenadas de A

A(0;9;0), com y € R

Como A é ponto do plano que contém a base do cone, vem,
4y—3x0:16@4y:16@y:%¢)y=4

Logo, A(0;4;0)

Determinemos as coordenadas do ponto V

V(0;0;2), com z € R

A reta AV tem equagao vetorial (x;y; z) = (0;4;0) + k(0;4; —-3),k € R
Assim, deverd ter-se,
0=04+0N0=44+4kN2=0-3k0=0N4dk=—-4N2=-3kc0=0 Nk=—-1Nz=-3k &
S0=0Nk=—-1A2=-3%x(-1)©0=0Ak=-1A2=3

Logo, V(0;0;3)

Assim,

AV =/(0-02+(0-42+(3-02=V0+16+9=v25=5
Portanto, o volume do cone ¢ igual a

2
4
VCone = w S % = 157 u.v.

7. Seja «, a amplitude do angulo ACB

Assim,
21 6w 2r 3 4= 3 &
Portanto,
. 2 1 9
CA-CB = ||CA|| x ||CB|| cos (ACB) =3 x 3cos (g) — 9 x <—2> -
8. .
8.1. 2 € Dy

A funcao f é continua em z = 2, se existir lim f(z), ou seja,
r—2

se lim f(z) = lim f(x)= f(2)

T—2~ r—2t
2—x
e 1
li =1 = -
o Jm flo) =l s T
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o lim f(z) = lm 202 (8) gy, @2 sin(@—2) 1
T2~ a—2- a2 —4 a—2- (x —2)(z +2) z—2-  x —2 x—2- T+ 2

li X = =
yoo- g 4 171

Fez-se a mudanca de variavel
y=r—2&xr=y+2

Sex — 27, entao, y — 0~

sin(z)

Aplicou-se o limite notdvel: lim =1

z—0 €T

Como, lim f(z) = lim+ f(z) = f(2), tem-se que a funcdo f é continua em z = 2
r—2~ r—2

2—x

8.2. Seja f(x) = ¢

Y com x € |—o0; —2[

Determinemos a fungao derivada de f

o= (i @+27 B (o422 )

_ —e27T x (z+2) — 27" B e T x (—x—2-1) B e~ x (—x — 3)

(z +2)2 - (x +2)2 N (x + 2)2

e? " >/ B (62_“’)/ X (x4+2)—e2 % x (v +2) e x (z+2)—e? T x 1

Determinemosos zeros de f'(z)

e~ x (—x —3)

f/(it):0<:> ($+2)2

=0Ar< 282 Tx(—2-3)=0A2+2#£0A Az < -2&
S —1r-3=0Ax# 2N <2&rx=-3 A< -2&x=-3

Sinal de f'(z)

—z—-3>0&2< -3

—r—3<0&z>-3

e~ > 0,Vx € |—o0; —2|

(x+2)% > 0,Vx € |—o00; —2|

Quadro de sinal de f/(x)

T —o0 | —3 -2
—x—3 + 0 — | nd.
e?=® + + | + | nd
(x+2)? ] + + | + [ nd
I(x) + 0 | N\ | nd.
f(z) S = | N\ | nd.
02-(=3) .
)= =

A funcao f é crescente em |—o0; —3] e é decrescente em [—3; —2|

A funcdo atinge um méaximo igual a —e®, para r = —3
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9.1. O ponto o ponto do cabo que estd mais proximo do solo, corresponde a um valor de x igual a 5 m
£(5) = 6.3 (6;5 + 6;5) 76=63x2-T6=126-7.6=5

Assim, o ponto do cabo mais préximo do solo tem coordenadas A(5;5)

Portanto, a distancia pedida ¢ igual a d = /(5 —0)2+ (5 —0)2 = /25 + 25 = /50~ 7.1 m
Resposta: A

9.2. .
d
A equagao que traduz o problema apresentado é h (2> =h(d)-03<

d d
d_5 5—4

6.3 <ee n ee> ~7.6=6.3 x (e;es + e;6> ~ 7.6 — 0.3, com d € [0; 10]
Ou seja,

6.3 X (e% + e%) —-7.6=06.3x (e% + e%) — 7.9, com d € [0;10]

Inserir as fungoes:

p =63 (55 4 5 ) 76

Yo = 6.3 X (6% + e%> -7.9

Ajustar a janela de visualizacdo: [0;10] x [0;20]

Procurar a abcissa do ponto de intersegao dos gréficos das fungoes y; e ys

Ponto de intersecao: A(7.931;5.042)

Assim, d=T7.9m

Resposta: d =79 m

~ 6.01
~ 5.71

~ 5.04

Figura 1
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10. Seja w = |w|e?, com 6 = —%, visto que Re(w) = —Im(w) e Re(w) > 1
Assim, w = |w|ei(*%)
Logo,

u}2 = ‘w|2ei(7277r) = |w|2ei(7%)

Portanto,
—iw? = ei(-3) |w|26i(_%) = \w|2ei(_%ﬂ) = |w|?e’ ™) = —|w|?
Como Re(w) = —Im(w) e Re(w) > 1, entdo, o afixo do niimero complexo —iw? é o ponto C

Resposta: C

—V3+i
V2i

11. Comecemos por passar o numero complexo w = a forma trigonométrica

| = VB+i[=/(-V3)2+12 = Vi =2

Seja 6 o argumento de —v/3 + i

1
tan(f) = ——, com 6 € 22
0= Q
Entéao, tan(f) = 7?’ com 6 € 2°Q
om
L 0=—
080, 5

Portanto, —v/3 +i = 26/(%F)

~V3+i 2(F)
w =

V2i ae(s)

Assim,

Deste modo, vem,

6
2 = <@+Z> & 23 =862 & ;= V/8e2T &z = 261F T ki € {0;1;2}
i

Atribuindo valores a k, vem,

2740 o
k=0 29 =2e"" 3 =2'3

- 27427 .
k=1 z1 = 2¢" 5 — 9t

omtdw -6 .
k=220 =2e""3 =23 =227

A solucao que tem afixo pertencente ao terceiro quadrante é

am 4 4 1 3
z1 = 2eiF =9 {cos (;) + ¢sin <;>} =2X (—2 — fz) =—-1-+3i
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12. Seja D, a projecao ortogonal do ponto C' sobre [AB]

No triangulo retangulo [BC'D], tem-se,

BD BD
cos(2x) = ViTel < cos(2x) = - @ BD = 2cos(2z)
sin(2z) = Z:lc) & sin(2z) = OTD & CD = 2sin(2x)

No triangulo retangulo [AC D], tem-se,

D 2sin(2 ——  2sin(2 —_ i —_
tan(x):cjétan(x):wﬁ D:M@ D=—""—""& AD = 4cos?(x)
AD AD tan(z) sin(z)

Deste modo, tem-se que,
AB =AD + BD = 4 cos*(z) + 2 cos(2z) = 4 cos?(z) + 2 (cos?(z) — sin®(z)) =
= 4cos?(z) + 2 cos?(z) — 2sin’(z) = 4 cos?(z) 4+ 2cos?(z) — 2 (1 — cos?(z)) =

= 6cos?(z) — 2+ 2cos?(x) = 8cos?(x) — 2

13. Determinemos as assintotas verticais
lim g(z) = lim (52 —3In(z —1)) =5 —3In(0") = +c0
r—1t r—1+

Logo, a reta de equacao x = 1 é assintota vertical ao grafico da fungao g

Como a fungéo g é continua em |1; +o00|, conclui-se que néo existem mais assintotas verticais ao grafico
da funcao g

Determinemos as assintotas nao verticais

A equgao da assinota é da forma y = mxz 4+ b,m,b € R

—3n(z—1) (e In(z — 1 ]
i @) gy, Bro8ll@—l) (my BT o o WmE@-1) o o @)
z—+oco I z—+00 x r—+oco I x—+00 x r—+00 y—+oo y 41
]
5-3 tim P hm Y 5 3x0x1—5

y—+oo Y y—r+oo Yy +1

Fez-se a mudanca de varidvel
y=rx—1lsr=y+1

Se z — +00, entao, y — 400

In(z) _0

Aplicou-se o limite notdvel lim
r—+00 x

Logo, m =5

lim (g(z)—5z)= lim (bx —3ln(z—1)—-5z)=-3 lim In(zr—1)= -0

Tr—r+00 Tr—r+00 T—+0o0

Podemos concluir que o grafico da funcao g nao admite assintota obliqua
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14. Dominio de validade
5
D={zeR:5-2x>0A3—2>0}= —005 5
Calculoa auxiliares
5 5
572:c>0/\37x>0¢>x<§/\x<3<i>x<§
Resolucao da equagao
(e* —1)In(b—2z) +e*In(3 —z) =In(3 —z) &
5
<:>(e””—1)1n(5—2x)+e’1n(3—x)—ln(3—x):0/\x<5@
5
@(ew—l)ln(5—2x)+(ez—1)111(3—33):O/\x<§<:>
5
@(ew—l)[ln(5—2x)+ln(3—az)]:0/\x<§<:>
, 5
@(e”“—l)ln[(5—2a:)(3—x)}:O/\:v<§<:>
: 9 5
& (e —1)In (22 =11z +15) =0Az < 3

5
@(e’“'—1:0\/2x2—1133+15:1)/\$<5@

5
@(e”:1v2x2—11x—|—14:0)/\x<5@

A< 2o
2% 2 TSy

(i)<x=0\/x:_(_11)i\/(_11)2—4><2><14> 5

@(wOVzZVmQ)/\a:<;¢>xO\/xQ

Portanto, C.S. = {0; 2}

15. Sejam A(a; f(a)) e B(b; f(b)), com 0 < a < b, as coordenadas dos dois pontos do grafico de f

ﬁ E ka — kb —k(b—a)
b a ab ab k
b—a

b—a  b—a ab

Assim, o declive da reta AB é igual a mapg =
Por outro lado, seja C(c; f(c)), com ¢ > 0, o outro ponto do grafico

Ora,

k' k

/ €Tr) = —_ = —
ra=(5) =%
Assim, o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa ¢ é, f'(c) = ——

Como esta reta tangente é paralela a reta AB, tem-se que,

k k
f’(c):mAB(:)——Q:——b<:>02:ab(:)c:\/ab7 visto que ¢ > 0
c a

Assim, as abcissas dos trés pontos sdo: a ; b ; Vab
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Ora, a < Vab < b
Com efeito,
a<b

coa? < ab

ca < ab

E também,

a<b

coab < b?

sVab <b

Falta provar que sao termos consecutivos de uma progressao geométrica

Vab

b
Vab  a

Para isso basta provar que

Com efeito,

b bab  Vab
Vab ab  a

Portanto,

As abcissas dos trés pontos sdo termos consecutivos de uma progressao geométrica
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